Correction des exercices du chapitre 1

Correction n°1 : Libre parcours moyen dans les fluides

Le libre parcours moyen (lpm) s’obtient précisément en considérant la densité et la section efficace des parti-
cules pour estimer la distance parcourue entre deux chocs. On se propose ici d’établir un raisonnement plus
qualitatif permettant de remonter simplement a « la distance disponible a chaque particule » qui est certaine-
ment du méme ordre de grandeur que le Ipm.

La quantité utile est le volume molaire V,,, qui est le volume occupé par une mole de fluide soit N4 particules
de sorte que le volume disponible pour chaque particule est Vjort = Vi / Ny4. 11 s’ensuite que la distance
caractéristique disponible pour une particule vérifie L*> = V5 d’out

L. ﬁ 1/3
= NA .

Par suite, le volume molaire d’'un gaz peut étre obtenu a partir de la loi des gaz parfaits :

V. RT
PV =nRT =V, =—=—.
n P
Il est cohérent que ce volume décroisse avec la pression et croisse avec la température. Numérique, a P =

1bar = 10.10° Pa et T = 300K, on calcule
Vingas = 24,9.10° m® - mol ™! » 24,9L - mol ™" .

Pour une phase condensée incompressible et indilatable (pcii) on peut connaitre la masse volumique (typique-
ment 1.10° kg - m™>) et la masse molaire (18 g - mol™* pour I'’eau par exemple) dont on déduit

Vinpeii = M/p ~18mL - mol™!.

Il vient finalement : L ~ 35 A pour le gaz et L ~ 3,1 A pour la phase condensée. La taille d’une entité constitutive
(atome, molécule) étant de 'ordre de 'angstrém, on quantifie le fait que les gaz sont des milieux trés peu
denses (6 ~ 10 rayons atomiques) au contraire des phases condensées (5 ~ 1 rayon atomique). Cette différence
fondamentale explique de nombreuses différences de comportement entre ces états de la matiere, notamment
la compressibilité des gaz et incompressibilité des phases condensées, et le fait que dans les premiers les
interactions soient négligeables en premiere approximation (gaz parfait). Rappelons que la différence avec le
solide se fait au niveau de 'organisation des particules les unes par rapport aux autres : dans un solide chaque
particule garde les mémes voisines sur une échelle de temps longue devant les durées typiques d’expérience.
Ceci est dii a la prédominance des interactions attractives a courte portée.

a. Le volume molaire du gaz est nettement plus grand (environ 1000 fois) que celui de la phase condensée, sauf lorsque les condi-
tions thermodynamiques deviennent extrémes, par exemple au voisinage du point critique.
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Correction n°2 : Suivi eulérien et lagrangien de la température d’un vacancier

Le suivi effectué par le vacancier est un suivi lagrangien : on suit la voiture (la particule) le long de son trajet
et on reléve une température qui est fonction de la position de départ et du temps. A I'inverse, la description
eulérienne qui consiste a donner, a un instant ¢, la température en tout point, correspond par exemple a la
lecture d’une carte de Météo France.

Correction n°3 : Stationnarité des écoulements

On a immédiatement

Y, dax_, d-ay_, —
= Uy + y=0,
ot ot ot
862 8a(x+ UOt)—> 3‘“)’-» —
= u =D U
ot ot oo Yo

Le premier écoulement est donc stationnaire ; pas le second dont le champ de vitesse se translate continument
—> .
selon u, a la vitesse vy.

Correction n°4 : Vortex de Taylor

1. Le rotationnel en cylindrique est donné par :

18r (())t o
=
rot (9) = 7% Al—=]=- 27175 0
r r r
2 0

L’écoulement est donc rotationnel.
2. La circulation du vecteur vitesse sur un cercle 6 centré sur 'origine et de rayon r est :

- 2”0(
I’=/?}'-dl=/ —rdf =2ncx.
® 0 r

Du fait de la dépendance du champ de vitesse en 1/r la circulation sur un cercle de rayon r est constante.

Correction n°5 : Lignes associées a un écoulement donné

Corrigé en classe.

Correction n°6 : Un écoulement incompressible

On a

L’écoulement est effectivement incompressible.

Correction n°7 : Analyse de champs de vitesse

1. Le premier écoulement est de la forme T = v(r) €y (écoulement tourbillonnaire type vortex de Taylor). Il
est rotationnel mais incompressible.
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2. Le second écoulement est de la forme T = o(r)€,. Il est irrotationnel mais compressible (clairement de
divergence non nul!).

3. Le troisiéme écoulement est de la forme ¥ = v(y) €. Il est rotationnel mais incompressible.

4. Le dernier écoulement est analogue au dipdle électrostatique (une source et un puits). Il dérive donc d’un
potentiel (écoulement potentiel T = @ (4)) ce qui implique qu’il soit irrotationnel. La méme analogie montre
que div ¥ = 0 presque partout, sauf au niveau de la source et du puits (de la méme maniére que div E nlest
non-nul que sur les sources).

Correction n°8 : Cinématiques eulérienne et lagrangienne

1. L’écoulement est stationnaire puisqu’il ne dépend pas explicitement de ¢, incompressible cardiv 0 = a-a =
— —>

0, et irrotationnel car rot (v)=0.

2. Les lignes de courant sont tangentes en tout point au vecteur vitesse, d’ou :

ax dx -aydz
0 = —ay Al dy = —axdz (9.10)
0 dz axdy + aydx

T =

o ad

L’annulation des deux premiéres composantes implique que dz = 0 (les lignes de champ restent dans le plan,
ce qui découle du fait que la vitesse n’a pas de composante selon Oz). La troisieme composante mene a x dy =

d
-ydx = = - ——y, qui s’integre en In(x) = — In(y) + cste, soit finalement
x y

xy = cste (9.11)

Les lignes de courant sont donc des hyperboles (y = cste/x) dans le plan Oxy.
3. Pour calculer la trajectoire, I’équation du mouvement s’écrit :

57 = Oy = X
e = (9.12)

@ S Y =Tay

d’ot, en résolvant les équations différentielles et en incluant les conditions initiales, x(t) = xe®’ et y(t) =
yoe %!, On constate qu’a tout instant y(t) = xpyp / x(y) : les trajectoires sont des hyperboles confondues avec
les lignes de courants, ce qui est attendu car ’écoulement est stationnaire.

4. Commencons par la description lagrangienne, qui est la plus simple. En effet, dans la mesure ou il s’agit de
suivre une particule dont on connait la trajectoire, ses vitesse et accélération s’obtiennent par dérivation (c’est
littéralement de la mécanique du point : on a un mobile dont on connait la trajectoire, on dérive pour avoir la
vitesse et I’accélération). Il vient :

o dx_ dy

VL= — €x+—¢€,=axe" € —aye e
- X - X
dt dt 7 Y
et en dérivant a nouveau
2 2
ar = d'x Xt dy Y2, = alxye™ E, + alye e
= X = 0 X 0 .
de? dez 7 Y

La vitesse eulérienne est celle qui est donnée par 'énoncé (vitesse d’une particule fluide au point (x, y)).
L’accélération eulérienne s’écrit

- T 1\—> - avx—» avy—» 2 — 2 —
agp = — + v‘grad v=0+vxa—ex+vya—ey=axex+ayey.
X y
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En effet, la dérivée particulaire exprime bien le fait que la vitesse de la particule présente a I'instant ¢ au point
(x, y) varie (du fait des variations locales de la vitesse et du mouvement infinitésimal de la particule).

11 est rassurant que les accélérations lagrangiennes et eulériennes coincident puisque le comportement phy-
sique du fluide ne peut en aucun cas dépendre de la description utilisée pour faire les calculs. Cela vous invite
aussi, lorsque vous devrez calculer 'accélération d’une particule fluide, a utiliser la méthode la plus pratique
en fonction de ce que vous avez calculé précédemment.

Correction n°9 : Ecoulement sous une onde de gravité

1. L’écoulement est instationnaire car le temps apparait explicitement dans le champ de vitesses. On calcule
facilement en coordonnées cartésiennes
dvy 0dvy Jv,

div D = + + = vy’ (=k) cos(wt — kx) + 0 + voke®* cos(wt - kx) = 0,
Jox  dy 0z

Iécoulement est donc incompressible. Enfin, le rotationnel ne peut posséder qu'une composante selon € qui

vaut
00Uy 0y

E_ax

L’écoulement est donc aussi irrotationnel.

= vokeX? sin(wt - kx) - vye’*(=k)(- sin(wt - kx)) = 0.

Remarque

La théorie des ondes de surface est développée sous les hypothéses d’écoulement incompressible et
irrotationnel.

2. Les lignes de courant sont tangentes aux vecteurs vitesse.
3. La surface libre est une onde progressive. La vitesse normale a la surface est nulle de sorte que celle-ci est
tangente aux vecteurs vitesses en surface sur la figure (a).
4. Le bassin est de grande profondeur des lors que la longueur d’onde est faible devant la profondeur du bassin,
ce qui se traduit par

ALhe=kh«1.

Nous quantifierons ce résultat au complément sur les ondes de surface.
5. Comme en mécanique, la trajectoire s’obtient en intégrant la vitesse. Selon Ox :

kz

x(t) = / Ue(B)dt = vyel? / sin(wt - kx)dt = - ¢ cos(wt — kx).
®

De méme selon Oz :

o ekz

sin(wt - kx).

z(t) = / v, (t)dt =

o ekz

On vérifie que x%(t) + z%(t) = ( ) de sorte que les trajectoire sont bien des cercles, lesquels, d’apres les

signes respectifs de x et z, sont décrits dans le sens horaire (anti-trigonométrique).

Dans ce calcul on a négliger le fait que la vitesse dépend de la position c’est-a-dire qu’on a considérer que sur
une période du mouvement le déplacement de la particule v, / w est négligeable devant la longueur d’onde
2 / k.

6. La ligne de courant est la ligne de champ du vecteur vitesse, qui n’est pas un cercle ici comme on I’a
montré plus haut. Il n’y a que dans le cas d’un écoulement stationnaire que ces lignes sont confondues avec
les trajectoires ce qui n’est pas le cas ici.
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Correction n°10 : Tourbillon de Rankine

1. Les équations de la magnétostatique s’écrivent :

=
div B
5{(73’) = .1107>

1l
(e

Pour un écoulement incompressible :

. —
div ©

rot (3)

I
S

=20 (9.13)

- 1 - s

U est analogue a B, et 2Q a g j

2. Il s’agit d’'un probléeme analogue a celui d’un fil infini en magnétostatique. On se place en coordonnées
cylindriques et on considére M un point quelconque. Le plan (M, €, €,) est un plan de symétrie pour la
vorticité (analogue aux courants) : c’est un plan d’antisymétrie pour 7 (analogue a 73)) D’oll ¥ = vg €g. Par
invariance selon z et 6, vy ne dépend que de r.

On utilise alors le théoréme d’Ampére. Pour r < a :

2mvgr = 2Qur?

soit vg = Qretpourr > a:

2mogr = 2Qma®

soit :
Qa?
vg = —
r
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Correction des exercices du chapitre 2

Correction n°11 : Résultante des forces de pression

Commencons par étudier un élément de surface dS, de normale #,, de la demi-sphére dans le systéme de
— —
coordonnées sphériques de centre O. La résultante des forces de pression qui s’y exerce est : dF = dF ey +
= — — . 5 . . P z
dFir = PeaudS U, - PairdSu,. Or la pression dans Iair est constante p,i; = po et la pression dans ’eau ne dépend
que de z et est donnée par I’équilibre hydrostatique peay = po + pg(z — h) ou z est pris nulle au fond et & est la
hauteur du fluide. Ainsi, la force qui s’exerce sur dS est

dF = (po + pglz - h) - po)dST, = pg(z - h)dST, .

Par symétrie, la force totale, somme de toutes ces contributions sur la partie mouillée du saladier, est selon U,
de sorte qu’on ne peut s’intéresser qu’a la composante

dF - @, = pg(z - h)dSsin 6.

Enfin, I’élément de surface sphérique a pour expression dS = R?sin #dfde et en termes des coordonnées
sphériques on exprime z = Rsin 6. On a alors a intégrer :

F=//pg(Rsin@—h)sin@stinQdeqo.

La surface de la sphére immergée est décrite en faisant varier 'angle ¢ de 0 a 27 et ’'angle 6 de 0 a un angle
limite marquant la hauteur d’eau 6; = arcsin(h/R). Il faut ainsi calculer

21 05
/ / pg(Rsin @ - h) sin®(9)R* dOde .
o Jo

L’expression finale est établie en calculant

/sin[3](x)dx = —Z cos(x) + 1—12 cos(3x) et /sinz(x)dx = g - i sin(2x),

mais ne présente pas de simplification avantageuse de sorte que c’est assez pénible...
La sphere se souléve des que la résultante des forces en question compense son poids ce qui n’est possible que
si elle n’est pas trop lourde.

Correction n°12 : Pression dans un fluide incompressible en équilibre dans le champ de pesanteur

On part de I’équation fondamentale de la statique des fluides dans laquelle on a p = py constante car le fluide
est incompressible et g constante par hypothése. On a donc (z ascendant) :
dp

dz P
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Cette équation s’intégre immédiatement :

P(2) = po — pogz,

et lorsque z — z + 10 on gagne une pression Ap = 10 x pyg ~ 1.10° Pa = 1bar.

Correction n°13 : Interprétation probabiliste du facteur de Botlzmann

Cette question n’a de sens qu’a condition de remarquer que le modeéle précédent ne permet pas de connaitre
la position ni l’altitude précise de chaque particule. C’est tout 'enjeu de la physique statistique !
Considérons donc une tranche d’atmosphere cylindrique de base S comprise entre z et z + dz. Le nombre de
particules dans la tranche est donné par

dm(z)
(2) A M AT M

p(z)Sdz  NapoS exp (‘%) .

Par intégration on exprime le nombre total de particules dans la colonne d’atmospheére de hauteur A :

h NapoSH h
N = /z_odN(Z) = A?\Z(l —exp(—H>) .

La probabilité pour une particule donnée de se trouver dans cette tranche est liée, a un facteur numérique
pres, a la proportion de particules dans la tranche d’épaisseur dz : P(z) = dN(z) / N qui est proportionnelle au

facteur
_h\ Mgz _m'gz
P\ g ) TP\ TRy ) TP kg T

ou m* est la masse d’'une molécule m* = M/NA et kg = R/NA = 1,381.10723] - K'! est la constante de
Boltzmann.

E,(z
On reconnait ici le facteur exp (_If(T)> appelé facteur de Boltzmann. On prolonge ce résultat par la loi de
B
Boltzmann : « Dans un systéme a I’équilibre thermique avec un thermostat a température T, la probabilité
pour une particule microscopique indépendante d’étre dans un état d’énergie E; est proportionnelle au facteur

de Boltzmann ».

Correction n°14 : La poussée d’Archimeéde dans I’eau

1. Si le solide flotte, c’est que son poids est équilibré par la poussée d’Archimede : P=-T.OronaP = psVg
et la poussé d’Archiméde s’exprime a partir du volume immergé V; : Il = —p;V; g. L’équilibre impose ainsi

pVE = -pVig don vi=P2v.
Pl

Puisque V > V, il s’ensuit que ps < p;.
2. Le rapport ps/pl est égal a 0,895. Il en est de méme, d’apres la question précédente, pour le rapport du
volume immergé sur le volume total si bien que le volume immergé V; représente pres de 90 % du volume total
V de I'iceberg.
3. Il est facile de vérifier que la fonte d’'un morceau de glace pure flottant sur de 'eau pure se produit sans
changement de niveau de I'eau. Le volume de glace immergé correspond en effet au volume d’eau liquide
nécessaire pour égaler le poids du glagon (Eq. 1). En fondant, le glacon produit (par conservation de la masse)
exactement ce volume d’eau, qui « bouche le trou laissé par la disparition de la glace solide ». Le niveau de
I'eau reste le méme.
On peut également faire le calcul. Pour un glacon de 1 cm?® et de masse volumique 0,917 g - cm™> (qui contient
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donc 0,917 g d’eau), le volume immergé est 0,917 cm® — comme pour un iceberg, la majeure partie est sous

I’eau. Lorsque le glacon aura fondu, ce 0,917 g d’eau aura désormais une masse volumique de 1 g-cm™ occupera

exactement le volume qu’occupait la partie immergée du glacon.

Correction n°15 : Manometre a deux liquides

On note C le point au sommet du liquide 2 (noir) a droite, et D le point au sommet a gauche. On applique la
loi barométrique dans la partie droite entre différents points (se souvenir que la pression augmente toujours
quand on descend dans un fluide en équilibre hydrostatique) :

« entre A et C: ps — pc = p18(zc — za),

« entre BetD: pp - pg = p18(z8 — 2p),

« entre Cet D : pc - pp = p2gh.

En sommant ces trois équations, on obtient :
pa— pB = p2gh + p1g(zp — za + zc - zp) = pagh + p1g(h - L),
d’ou finalement

b o Ap + p1gL
(p1 + p2)g

Correction n°16 : Hémispheres de Magdebourg

Z, 0
Po RN
Ol R

(a) (b)

Schéma d’une hémisphére de Magdebourg.

Premiére méthode : On intégre la pression sur la sphére (voir figure (a)). Par symétrie, la force est selon z. La

normale est ¢,. La force vaut :
F=F ¢, = /S (-po €,)R?sin(0) d0dg - €, (9.14)
ott R? sin(6) d0 d¢ est I'élément de surface. Or €, = cos(0) €, - sin(f) €. D’our :
F = -pR? /027Z de /07!/2 sin(6) cos(6) d6
(sin(0))? ]n/z
2

0

= —pORz x 27T %

= —Po(ﬂRz)

Application numérique : F = 7 x (0,21)% x 10° = 1,4.10*N.

Deuxieme méthode : On consideére le systéme S hachuré de la figure (b). Ce systéme est fermé, constitué d’air,
immobile. Selon z, la somme de la force de la sphére sur S et de la force de air sur S est nulle (premiére loi
de Newton). Or, la force selon z de I'air sur S vaut —py(7R?). La force de la sphére sur S vaut donc +po(7R?).
En utilisant la troisiéme loi de Newton, la force de S sur la sphére vaut —py(7R?).
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Correction n°17 : Equilibre d’un fluide en rotation

1. Le référentiel R, en rotation uniforme dans le référentiel du laboratoire n’est pas galiléen. Il en résulte deux
forces d’inertie : celle d’entrainement et celle de Coriolis. Dans une situation d’équilibre la force de Coriolis est
nulle et on ne retient que la force d’inertie d’entrainement f ;. = mrw?®u. La particule est aussi soumise a sont
poids P-= -dmg, et a la résultante volumique des forces de pression F= —grji) (P)dV ou, en introduisant

la masse volumique de I’eau (constante), F= —grad (P) an
p

2.0na .
P+ fie=dm (coerI, —g?t'z) .
—
zaPP

Sans surprise le champ est invariant par rotation autour de Oz, ni par translation selon cet axe. Une fois
dessiné dans un plan horizontal (par exemple z = 0) il est obtenu en tout point. La composante verticale est la
méme en tout point de sorte que toutes les fleches ont la méme hauteur. La composante radiale, tournée vers
I'extérieur, est d’autant plus grande qu’on s’éloigne de ’axe. On obtient la figure suivante.

3. Le principe fondamental de la dynamique, appliqué a une particule fluide donne a I’équilibre

— d L 2 pow?r?

md=0=F+ fi-gadP) — = { AN P(r.z) = = —+1(2)

Po 2z ~ Po§- B ) = i i)

L \ \ poc?r? .
On a ainsi déterminé P(r, z) a une constante prées : P(r, z) = S~ PgzEt K et P(0,0) = P, impose K = P.

Finalement,
2.2
P(r,z) = po@ T -pogz+ by .

4. La surface libre est une isobare vérifiant P(r, z) = Py ce qui impose

qui est une paraboloide de révolution (surface obtenue en faisant tourner une parabole autour de I’axe Oz). La-
quelle est d’autant plus creusée que la vitesse de rotation est importante et d’autant plus plate que la pesanteur
est grande. Les isobares sont perpendiculaires en tout point au champ de pesanteur apparent.

Correction n°18 : Tube coudé

On écrit la loi barométrique entre le niveau extérieur d’eau et le haut de la dénivellation (point A) pour obtenir
pa = Po — pegh. On considere ensuite qu’entre A et B (point sur la méme verticale au niveau du coude) il n’y
a pas de variation appréciable de pression car on est dans l'air. On écrit ensuite la loi fondamentale entre le
point B et le point C situé au bout de la paille, le tout dans le référentiel tournant a w.

grad (p) = f = pao’r,

ou on a écrit I'expression de la force volumique d’inertie d’entrainement.
Cette loi s’intégre entre Bet C :
LZ
dp = puw’rdr = py - pp = pawzg .

_ Pa (A)ZLZ

Finalement pawz%z =Po—PB=pPo—Pa=pegh=|h
Pe 28




