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Chapitre introductif

Intérét de I’hydrodynamique

Nous allons voir que les applications de I’hydrodynamique sont trés nombreuses, et cela explique en partie le
fait que c’est un champ assez ancien de la physique. Ainsi, ¢a a été la voie d’introduction de nombreux concepts
de la physique : ondes, opérateurs de dérivation de champs (divergence, rotationnel), couche limite, turbulence.

De plus, du fait du caractére non linéaire de I’équation maitresse, dite « de Navier-Stokes », la dynamique des
fluides les plus simples comme I’eau ou l’air, peut étre trés complexe. L’hydrodynamique joue ainsi un réle clé en
physique non-linéaire. D’autre part, I’hydrodynamique constitue toujours un défi pour les mathématiciens, qui
restent a ce jour incapables de résoudre les équations du mouvement des fluides dans le cas général.

D’un point de vue pédagogique, les phénoménes hydrodynamiques sont faciles a visualiser, et I’hydrodyna-
mique permet d’illustrer de nombreux concepts de la physique. Il faut néanmoins étre conscient que des concepts
physiques difficiles et des techniques mathématiques ardues sont souvent nécessaires pour expliquer des I’écou-
lement de fluides, y compris ceux qui sont familiers aux éleves.

Quelques hydrodynamiciens de renom

+ Archimede, -287 a -212, grec : relie la force sur un objet immergé au poids du liquide déplacé.

B. Pascal, 1623-1662, francais : introduit le concept de pression.

D. Bernoulli, 1700-1782, suisse : énonce le théoréme reliant la pression et la vitesse pour les fluides parfaits.

« L. Euler, 1707-1783, suisse : pose les bases des équations sur les fluides parfaits.

T. Young, 1773-1820, britannique : étudie la forme des gouttes sur un substrat, les interférences lumineuses
et la pierre de Rosette.

« H. Navier, 1785-1836, francais : établit les équations du mouvement des fluides.

« J.-L.-M. Poiseuille, 1797-1869, francais : étudie ’écoulement dans des conduites, en lien avec les écoulements
sanguins.

« H. Darcy, 1803-1858, francais : étudie et théorise les écoulements en milieux poreux.
+ G. Stokes, 1819-1903, britannique : étudie les fluides visqueux et compléte a ce titre les travaux de Stokes.

« O. Reynolds, 1842-1912, britannique : étudie la transition laminaire-turbulent dans des écoulements dans
des tubes.

« M. Couette, 1858-1943, francais : détermine expérimentalement la viscosité de multiple fluides.
« L. Prandtl, 1875-1953, allemand : travaille a la théorie de la couche limite.

G. Taylor, 1886-1975, britannique : fait grandement avancer les champs d’étude sur les instabilités, les écou-
lements atmosphériques, et les ondes de chocs.

La mécanique des fluides a I’agrégation de chimie

La mécanique des fluides en composition de physique

2017 Une question ouverte sur une chute de bille dans un liquide visqueux.



2013 Quasiment que de I'hydro : tension superficielle, contact entre deux phases liquides, loi de Laplace sur la
pression, mouillage et angle de contact, instabilité de Rayleigh-Plateau (et un peu de thermo et d’interfé-
rences).

2011 Ecoulement dans 'atmosphére, couplage avec la thermodynamique.

La mécanique des fluides dans les thémes de la session 2022

« Phénomeénes acoustiques; Effet Doppler

« Aspects énergétiques de phénomenes physiques
« L’énergie, conversion et transferts

« Mouvements, interactions et notion de champ

« Modélisation de I’écoulement d’un fluide

+ Conservation de I’énergie

« Mouillage

» Viscosité

« Ecoulements de fluides



Exemples d’écoulements

Les photos suivantes ont pour but d’illustrer la diversité des échelles d’écoulement, tant d’un point de vue
spatial que temporel. Elles illustrent aussi des écoulements plus ou moins organisés, plus ou moins visqueux, etc.

FIGURE 1 - (Gauche) Ecoulement autour d’une algue Volvox http://www.damtp.cam.ac.uk/user/gold/
movies.html. (voir aussi [Matiere], atouru de la page 82. (Droite) Tourbillon de bout d’aile mis en évidence par
de la fumée rouge (Wikipédia).

FIGURE 2 — (Gauche) Sillage occasionné par un bateau a faible vitesse (Wikipédia). (Droite) Coulée de lave 4 Hawai
(Wikipédia).



Ficure 3 - (Gauche) Mer de glace (Wikipédia). (Droite) Stalactites de bitume http://www.
le-comptoir-geologique.com/mine-du-colombier-des-rois-de-dallet-63-france.html.

FIGURE 4 — (Gauche) Allée de tourbillons de Von Karman au large de I’ile Rishiri au Japon (Wikipédia). (Droite)
La grande tache rouge de Jupiter vue par Voyager 1 en 1979 (Wikipédia).
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Chapitre 1

Cinématique des écoulements

L’objet de ce premier chapitre est d’étudier la description d’un fluide en mouvement. En effet, contrairement
a la mécanique classique qui suppose souvent que le systéme est indéformable, la mécanique des fluides porte sur
un systéme compliqué pour lequel chaque particule peut avoir une trajectoire différente.

1.1 Notion de fluide

Parmi les états usuels de la matiére, on distingue classiquement les solides des fluides '.

« Les solides ont une forme propre. Si on applique une force indépendante du temps a un solide élastique,
celui-ci se déforme, et la déformation est a son tour indépendante du temps.

« A T'inverse, les fluides n’ont pas de forme propre. Si on applique une force indépendante du temps a un
fluide, celui-ci se déforme indéfiniment : il s’£couLE. La mécanique des fluides cherche a caractériser le
champ de taux de déformation, c’est-a-dire le champ de vitesse, associé a des actions extérieures (forces,
éventuellement moments).

11 faut noter que la différence de comportement entre un solide et un fluide dépend des caractéristiques des
forces extérieures imposées, et notamment leur intensité et leur échelle de temps. Par exemple, un acier peut
s’écouler lorsqu’il est soumis a des forces trés importantes, comme dans un laminoir. Les glaciers et le manteau
terrestre se comportent comme des solides aux temps courts, mais comme des fluides aux temps longs (dizaines
voire centaines d’années).

L’étude de la réponse d’un systéme a une sollicitation extérieure est appelée RHEOLOGIE. C’est un domaine de
recherche trés actif pour la caractérisation des FLUIDES COMPLEXES (polyméres, suspensions, émulsions). Seuls les
fluides simples, on dira FLUIDES NEWTONIENS seront étudiés dans ce cours.

1.2 Approximation des milieux continus

1.2.1 Notion d’échelle mésoscopique

Dans la matiére, quel que soit son état, on peut usuellement définir trois échelles de longueur : I’échelle
microscopique A, I’échelle macroscopique L, et une échelle intermédiaire § appelée ECHELLE MESOSCOPIQUE. Cette
échelle existe a condition que les échelles microscopique et macroscopique soient suffisamment séparées, c’est-a
dire s’il existe une longueur § telle que :

Feo<d]

Si cette hypothése est vérifiée, on dit que l'on peut faire ’APPROXIMATION DES MILIEUX CONTINUS.

1. Les fluides incluant a la fois les liquides et les gaz. La différence entre les deux peut étre compliquée a préciser, cf. cours de Thermo.

11



12 CHAPITRE 1. CINEMATIQUE DES ECOULEMENTS

Echelle microscopique A Dans un fluide composé de petites molécules, 1’échelle microscopique pertinente est
le LIBRE PARCOURS MOYEN ; c’est-a-dire la distance parcourue en moyenne par une particule du fluide entre deux
chocs avec une autre.

Exercice n°1 : Libre parcours moyen dans les fluides

Déterminer le libre parcours moyen typique dans un liquide puis dans un gaz a partir de données usuellement
tabulées.

Echelle macroscopique L 11 s’agit de I’échelle L de variation des différents champs comme la masse volumique
p, la vitesse T, la pression p, etc. On peut la définir par exemple par

-1
- (22
pox

En termes moins précis, mais plus parlants, c’est « la taille du systéme ».

Echelle mésoscopique et validité de 'approximation des milieux continus L’échelle mésoscopique est définie
a condition que la dimension du probléme, c’est-a-dire ’échelle de variation des grandeurs caractéristiques, soit
largement supérieure a la taille A du niveau particulaire.

« L’hypothése § » A garantit que tout sous-volume mésoscopique de volume §° contient suffisamment de
particules pour moyenner les grandeurs locales (masse volumique, température, pression, etc.) et négliger
leurs fluctuations autour de leur valeur moyenne.

« L’hypothése § « L garantit que cette longueur est accessible dans le systéme, sans quoi il contient si peu
de particules qu’elles doivent étre traitées séparément.

On peut alors définir en chaque point les différentes grandeurs comme la masse volumique p(x, y, z, t), la vitesse
D(x, v, z, t), la pression p(x, y, z, t), comme des grandeurs moyennées sur un sous-volume mésoscopique centré
sur (x, y, z) a 'instant ¢. Les grandeurs thermodynamiques comme la température et la pression sont bien définies
car le nombre de molécules permet de faire des moyennes et que les distances sont suffisantes pour qu’il y ait
assez de particules dans chaque sous-volume pour atteindre la limite thermodynamique.

Contre-exemples Pour terminer, deux exemples dans lesquels ’hypothese des milieux continus n’est pas véri-

fier :

« Lors de 'entrée d’une navette spatiale dans ’atmospheére elle passe d’'un milieu de densité nulle & un milieu
de densité trés élevée. Il existe donc nécessairement une zone ou la densité est telle qu’a ’échelle de la
navette il n’y a que quelques particules autour d’elle.

+ Elle n’est pas non plus vérifiée pour I’écoulement d’une suspension dans un canal de taille comparable a celle
des particules en suspension, par exemple les écoulements sanguins dans une veine de taille comparable a
celle des globules rouges (~ 7,5 um de diamétre).

Dans ce régime moléculaire, dit régime de Knudsen, I’étude des écoulements se rameéne a un probléme de
mécanique d’objets discrets que 'on peut décrire en termes de chocs entre objets et parois.

Dans toute la suite, on étudiera exclusivement des situations
dans lesquelles ’approximation des milieux continus est vérifiée.

1.2.2 Notion de particule fluide

On appelle PARTICULE FLUIDE une masse de fluide définie par un volume de taille mésoscopique .

2. Certains parlent parfois de « particule de fluide » ce que je vous invite a éviter. La particule de fluide c’est la molécule d’eau (par
exemple) tandis que la particule fluide est un volume mesoscopique de molécules.



1.3. DESCRIPTION LAGRANGIENNE ET EULERIENNE DES VITESSES 13

Remarque

1. Par définition, la masse d’une particule de fluide est constante dans le temps. Par contre, son volume
peut varier, si I’écoulement est COMPRESSIBLE.

2. La forme d’une particule de fluide peut varier au cours du temps, avec ou sans conservation de
volume.

3. A cause de la diffusion moléculaire ce ne sont pas toujours les mémes molécules qui constituent
la particule fluide. Une particule fluide est donc en toute rigueur un systéme ouvert, méme si son
nombre de constituants est constant.

La particule fluide est donc le bon systeme pour étudier le mouvement du fluide. On va pouvoir mesurer sa
masse et son volume, sa position et sa vitesse, sa température et sa pression, etc. Comment suivre ces propriétés
dans un milieu qui s’écoule ?

1.3 Description lagrangienne et eulérienne des vitesses

Le suivi des propriétés d’un fluide ou d’une particule fluide peut se faire de deux maniéres différentes 'une et
lautre assez intuitives mais a ne pas mélanger.

1.3.1 Description lagrangienne des vitesses

Dans la DESCRIPTION LAGRANGIENNE du fluide, on suit les particules de fluide au cours de leur mouvement.
Le champ de vitesse est fonction de la position initiale 7 de la particule et du temps ¢ :

. .
| | |}
u —> u
u g g _ b d n
- vlagrange( r, t) = f( o, t) =
..IIIlIIIIIIIIlIIIIIIIIlIIIIIIIIIIIIIIIIlIIIIIIIIlIIIIIIIIlIIIIIIIIlIIIIIIIIlIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII:

La vitesse en représentation lagrangienne est la vitesse d’une particule fluide au cours du temps.

1.3.2 Description eulérienne des vitesses

Dans la DESCRIPTION EULERIENNE des vitesses, on donne la valeur de la vitesse en chaque point, la vitesse en
un point étant la vitesse de la particule fluide qui s’y trouve a I'instant considéré. Elle est ainsi fonction de ’espace
et du temps :

EEEEEE SN NN NS NN NN NN NN NN NN SN NN NN NN NN NN E NSNS NSNS E NN NN SN EEEEEEEEEEEEED

—
7))euler(_rb, t) = f (_r), t) .

SEEENEEEN)
4aEEEEEB

Les vitesses eulérienne et lagrangienne en un point donné et un instant ¢ coincident.

Exercice n°2 : Suivi eulérien et lagrangien de la température d’un vacancier

Un touriste parisien prend la route de bonne heure vers Marseille et reléve les températures au tableau de
bord de la voiture toutes les 30 min. Quel suivi de température effectue-t-il? A quel suivi celui-ci doit-il étre
opposé et quand ce second suivi est-il généralement rencontré ?

Remarque

On comprend bien, sur I'exercice précédent, que l'idéal est de connaitre la température en tout point a
tout instant puisqu’alors I'information est totale. Evidemment, dans le cas de la température comme de la
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FIGURE 1.1 — (Gauche) Suivi d’une particule fluide en représentation lagrangienne. (Droite) Xhamp de vitesse en
représentation eulérienne. (Multimedia Fluid Mechanics, CUP)

vitesse d’un fluide cela est illusoire d’autant que la connaissance lagrangienne de la vitesse, comme de la
température, peut suffire. Par exemple le vacancier étudié n’a pas grand intérét a connaitre la température
a Brest!

La description eulérienne des vitesses est plus usuelle que la description lagrangienne, car il est difficile de
savoir ou se trouvait une particule de fluide a I'instant initial.

Sauf mention contraire explicite, la description
utilisée en mécanique des fluides est la decription eulérienne :

1.4 Mesure et caractérisation des écoulements

Dans cette question nous passons en revue quelques propriétés usuelles des écoulements.

1.4.1 Stationnarité

Commencons par une caractéristique simple : on dit qu'un champ de vitesse est STATIONNAIRE si en tout point
de I'espace
v -
—=0. 1.1
Py (1.1)

Ce sera souvent le cas des écoulements que nous étudierons, et cela simplifie grandement leur représentation
puisqu’une photo prise a un instant donné est valable pour tous les instants antérieurs et ultérieurs.

Exercice n°3 : Stationnarité des écoulements
Discuter le caractére stationnaire des écoulement donné dans le plan (Oxy) par

—
v

D1 = (ax,-ay) et 2 = (a(x + vt), —ay).
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1.4.2 Rotationnel

On appelle vorTicITE le champ de vecteurs @& = rot (T) et VECTEUR TOURBILLON le champ de vecteurs 3 =
33 / 2. Le vecteur tourbillon représente la rotation locale au voisinage d’une particule de fluide.

On dit qu'un champ de vitesse est irrotationnel si on a, en tout point de I'espace, @ =rot (D) = 0. Dans ce
cas, le champ de vitesse dérive d’'un POTENTIEL DES VITESSES ¢ tel que ¥ = grad (¢). On dit que I'écoulement est
un ECOULEMENT POTENTIEL.

Remarque
C’est 'exact analogue du champ électrique en régime indépendant du temps :
H(E) -0 et E-= —grad (V) .

Certains énoncés choisissent d’ailleurs, sans conséquence, de garder en hydrodynamique la convention
= — . , .
v = —grad (¢) issue de I’électrostatique.

Exercice n°4 : Vortex de Taylor

. , . , . - a5
1. Tracer les lignes de courant de I’écoulement de champ de vitesse en coordonnées polaires v = —uy. Que
r

vaut la vorticité dans un tel écoulement ?
2. Calculer la circulation de la vitesse sur un cercle centré sur I’origine.

1.4.3 Techniques expérimentales de mesure de vitesse

Un enjeu important de la mécanique des fluides est la mesure expérimentale des vitesses de I’écoulement. Vous
serez confrontés en TP a quelques méthodes simples mais il peut étre utile, pour les lecons notamment, d’avoir
en téte quelques exemples de techniques plus « modernes » :

Mesure de forces ou de couples et étalonnage L’idée et de mettre un obstacle dans I’écoulement et de mesurer
sa réaction a la force qui s’y exerce. C’est une méthode robuste et simple mais peu précise et qui perturbe
I'écoulement.

Suivi de particules (particle tracking) On lache une particule portée par I’écoulement et on mesure sa position
au cours du temps. Par exemple, un ballon atmosphérique, une tache de colorant, etc. C’est une mesure dite
lagrangienne car on suit une particule au cours du temps. On n’accéde pas a la vitesse en tout point a tout
instant, mais seulement au point ot est la particule, a I'instant ot elle y est.

Anémométrie a fil chaud On mesure la température d’un fil mince parcouru par un courant électrique. La puis-
sance d’entrée est parfaitement connue de sorte que la température du fil dépend de la dissipation, donc de
la convection autour du fil. Cette méthode permet une mesure a assez haute fréquence (~ 100 mesures par
seconde) de la vitesse du fluide en un point (si le fil est immobile).

Anémométrie laser (LDV : Laser Doppler Velocimetry) La méthode est basée surla détection de la lumiére émise
par une particule traversant le champ d’interférences a l'intersection de deux faisceaux lasers. Elle n’émet
rien lorsque qu’elle est dans une frange sombre, de mais on recoit des flash lumineux a chaque fois qu’elle
passe dans une frange brillante et leur fréquence est liée a la vitesse de déplacement de la particule dans la
direction orthogonale aux franges. C’est une méthode de mesure non perturbative d’'une unique composante
de la vitesse en un point. De plus, elle nécessite un fluide transparent au moins a la longueur d’onde du
laser utilisé.

Anémométrie Doppler ultrasonore Basée sur le décalage Doppler d’une impulsion acoustique réfléchie par une
particule. Elle permet la mesure des vitesses longitudinales sur toute une ligne de visée.

Vélocimétrie par image de particules (PIV : Particle Image Velocimetry) On photographie une portion du fluide
contenant des particules a plusieurs instant successifs puis on correle la position des particules pour savoir
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de combien chacune a bougé. Les petites particules solides transportées par le fluide sont rendues visibles
par un fort éclairage (par exemple un plan laser). Cette technique permet d’obtenir par calcul informatique
un champ de vitesse sur un maillage du plan des images, ou plus précisément les deux composantes de la
vitesse contenues dans le plan de I'image, en tout point et a tout instant.

1.4.4 Trajectoires et lignes diverses

L’écoulement, mesuré ou simulé, est généralement représenté graphiquement. En fonction de ce qu’on veut
mettre en évidence, mais aussi de la méthode employée pour le mesurer, différentes représentation peuvent étre
utilisées.

Trajectoire de particule (particle path)

La trajectoire d’une particule esﬂ’snsemble des points occupés par une particule fluide au cours du temps.
Mathématiquement on peut écrire : OM = 7 = f(7y, t) ol 7 est la position de la particule a I'instant initial. Cela
correspond donc a un suivi lagrangien : par définition la tangente a la trajectoire est parallele au vecteur vitesse
qu’avait la particule a 'instant ou elle passait en ce point. Une fagon classique d’obtenir la trajectoire de traceurs
est de prendre une photo en pause longue tout en éclairant de facon continu.

Ligne d’émission (streakline)

La ligne d’émission correspond a 'ensemble des points atteints a tout instant par des particules émises conti-
nument en un point 7y donné. Elles sont faciles a réaliser expérimentalement en prenant une photographie a un
instant ¢ d’un filet de colorant émis en continu depuis un certain temps a partir d'un point source fixe.

Si’écoulement est stationnaire, la ligne d’émission coincide avec la trajectoire de particule. Si I’écoulement
évolue au cours du temps, en revanche, le vecteur vitesse n’a aucune raison d’étre tangent a cette courbe.

Ligne de courant (streamline)

Laligne de courant permet de visualiser, a un instant donné, le flux macroscopique de matiere : elle est tangente
en tout point au vecteur vitesse en ce point. C’est, au sens usuel, une ligne de champ du champ de vitesse a I'instant
t (au méme titre que vous connaissez les lignes de champ électrique, magnétique, etc.)

Deux points a garder en téte :

« C’est une ligne théorique qu’il est difficile d’observer expérimentalement mais que 'on peut calculer a
I'issue d’'une simulation. Cela suppose de connaitre, a 'instant qui nous intéresse, le champ de vitesse en
tout point.

« Deux lignes de champ ne se croisent qu’en des points de stagnation ou la vitesse est nulle.

Ligne de temps (timeline)

Le concept de ligne de temps est moins important que les précédents. C’est I’ensemble des positions occupées,
aun instant t, par les points d’une ligne marquée dans le fluide a un instant initial et transportée (on dit ADVECTEE
Ou CONVECTEE) ensuite par I’écoulement. Elles sont assez faciles a réaliser expérimentalement et donnent une idée
de la composante du vecteur vitesse normale (perpendiculaire) a la ligne.

Exercice n°5 : Lignes associées a un écoulement donné

Dessiner les lignes de courants, d’émission et les trajectoires de particules pour un écoulement unidirectionnel
et homogéne mais qui change de direction de 90° & un instant donné.
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1.5 Dérivée particulaire

1.5.1 Idée générale

La plupart des lois de la physique (la totalité de celles que vous rencontrerez) sont énoncées pour des systémes
fermés. Dans un premier temps on pourrait avoir envie d’appliquer ces lois a un sous-volume (par exemple méso-
scopique) atour d’un point M de I’espace donné mais les mouvements macroscopiques de matiére dans les fluides
font qu’un tel systeme est ouvert, ce qui est problématique.

La particule de fluide en revanche présente I'intérét d’avoir une masse constante au cours du temps. C’est
donc a elles que s’appliqueront les lois de la physique. Lorsque ces lois font intervenir une dérivation, il va donc
s’agir de dériver une grandeur en suivant la particule fluide en question. On parlera ainsi de DERIVEE PARTICULAIRE
ou DERIVEE TOTALE (dans le sens ou elle prend en compte les variations dues a ’évolution des champs dans le
temps et au mouvement de la particule fluide par opposition a la DERIVEE LOCALE, qui est simplement la dérivée
partielle usuelle). On exprimera la dérivée en fonction des champs en description eulérienne.

1.5.2 Formules de dérivation totale

On cherche a exprimer la dérivée totale d’'un champ scalaire (nommons le A). La particule de fluide a suivre
se trouve en (x, y, z) a l'instant t et en (x + dx, y + dy, z + dz) a 'instant ¢ + dt. La dérivée particulaire de A sera
notée dans la suite % ?. On la calcule selon :

DA . A(x+dx,y+dy,z+dzt+dt)- Ax,y,21)
— = lim .
Dt dt—o0 dt

En effectuant un développement limité au premier ordre, on obtient :
0A 0A 0A 0A
A(x +dx,y+dy,z+dz, t +dt) = A(x, y, 2, t) + —dx + —dy + —dz + —dt
ox ay 0z ot

et comme v, = dx/dt,

DA 0A 0A oA 0A QA [, —>
———+vx—+vy—+vz—:—+<v-grad)A. (1.2)
Dt ot ax ay dz Ot

1
Le terme aA/ ot est appelé TERME LOCAL, le terme (7)’ . grad)A est appelé TERME CONVECTIF.

Attention !

. . . ;. . . , - 7 .
Il est primordial de n’avoir aucune hésitation sur 'expression de 'opérateur ( v - grad). Pour un scalaire,

o — 0A 0A 0A
(v -grad)A S U=+ Uy + Uy
ox ay 0z

-
En l'appliquant a chaque coordonnée, on généralise immédiatement cette formule a un vecteur A :

DZ QX L, ——\ >
—=—+(v-grad)A , (13)
Dt ot

3. Il n’est pas rare de noter la dérivée particulaire comme la dérivée totale dA / dt. En effet, 'une comme l'autre prenne en compte
I'ensemble des causes de variations de la quantité dans le temps. Ici on préfére la notation avec un « grand -D » pour bien marquer la
différence.
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3 . 2 ’ b d . .
au « détail » prés que pour un vecteur l'opérateur ( R grad) prend son expression scalaire sur chaque coordon-

née :
bl d
U - grad ) Ay Uxaé‘}cx + Uyaan + Uza;qzx
- T\ x_ - 9A, A, Ay,
(v ~grad>A = (v -grad)Ay U5 + Uyt + Uzt
- dA, 9A, 9A,
(7)> . grad)AZ Ux ox + 'Uy ay t U 0z

v d > — >\ > . , .
Les termes 0 A / ot et ( 0 - grad) A sont toujours appelés respectivement TERME LOCAL et TERME CONVECTIF.

Remarque

Lorsqu’on utilise des coordonnées autres que les coordonnées cartésiennes, il faut utiliser les formules
données dans le formulaire. Des termes apparaissent du fait que les vecteurs unitaires varient dans le temps.

. . . ;s . s , - 5. . 1 g s
Notons pour finir que si, appliqué a un scalaire, I'opérateur ( U - grad)A peut s’identifier a v - grad (A) il n’est
pas question d’en faire autant pour un vecteur, dont le gradient seul n’aurait aucun sens. Dans la suite on pourra
appliquer ces formules sans avoir a les redémontrer.

1.5.3 Dérivée particulaire de la masse volumique - Ecoulement incompressible

La masse volumique étant un scalaire, sa DERIVEE PARTICULAIRE s’exprime simplement :

Uy— + 0

D 7] 0 d 0 d s —
2p_o9op 9P y7p+vz—p:—p+(v-grad>p (1.49)
Dt ot ox ay dz ot

Un écoulement est dit INCOMPRESSIBLE si le volume de toutes les particules de fluide est indépendant du temps.
Comme la masse d’une particule de fluide est constante par définition, un écoulement est incompressible si la
masse volumique d’une particule fluide donnée ne varie pas, c’est-a-dire si :

Dp
— =0 15
D (1.5)

Attention !

On parle bien d’écoulement incompressible et pas de fluide incompressible. En effet, tout les fluides sont
compressibles sous une contrainte suffisante. Réciproquement, certains écoulement sont incompressibles,
y compris pour des fluides facilement compressibles comme les gaz (par exemple un écoulement de Poi-
seuille). Noter que, sauf cas exceptionnel, les écoulements que vous rencontrerez sont incompressibles pour
tous les fluides.

Le caractere incompressible d’'un écoulement est indépendant du référentiel choisi.

1.5.4 Dérivée particulaire du vecteur vitesse

La formule vectorielle de la dérivée particulaire (1.3) peut étre appliquée a la vitesse :
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‘.....................................................................................................‘
DJ 97 —
— = — (U-grad)?}). (1.6)
Dt ot
Le terme 90 / dt est appelé ACCELERATION LOCALE; c’est 'accélération de la particule fluide due au fait
—_—
qu’au point ou elle est la vitesse eulérienne dépend du temps. Le terme (E’ . grad) T est appelé ACCELE-

RATION CONVECTIVE; c’est ’accélération de la particule fluide due au fait qu’elle se déplace dans I’espace
et que la vitesse eulérienne n’est pas homogene.

GEEEEEEEENEEEENEEENEEEEN
ANEEEEEEEEEEEEEEEEEEEN

Un résultat d’analyse vectorielle admis (et qui doit normalement étre rappelé dans les énoncés) donne :
- T I\> 1 ,02 > > —>
(v-grad)z):grad > +rot(v)A 0

Le terme convectif est donc non-linéaire et est a I'origine de la complexité de ’hydrodynamique.

1.6 Equation locale de conservation de la masse

1.6.1 Equation dans le cas 1D

On considére des champs de vitesse et de masse volumique 1D v(x) et p(x) et une tranche d’espace de section
dS comprise entre x et x + dx.

ALERRERRRRLERREREEREERRRERERRERRERRERENRRERERRERERRERERERENRERERRENNERRENERRRNENRRERERRRENNRERENNRENNRENNNRELNDR PN

- Schéma -
La variation de masse entre ¢ et t + dt dans le volume délimité par x et x + dx s’écrit :
dm =dm, - dms , (1.7)

ou
« dm, est la masse qui entre. Elle vaut dm, = p(x) dS v(x) dt;
+ dmj est la masse qui sort. Elle vaut dm; = p(x + dx) dS v(x + dx) dt.

La masse comprise dans la tranche a un instant ¢ étant aussi m = p(x, t)Ddx on peut écrire d’autre part
que

dm = p(x, t + dt)Sdx — p(x, t)Sdx .

Finalement,

dm = p(x, t + dt)Sdx — p(x, t)Sdx = p(x)dS v(x) dt - p(x + dx) dS v(x + dx) dt ,

 ANEEEEEEEEEEEEE NN NN N NN NN NN NN NN SN NN NN E SN NN EEEESEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEenEesssnnnnnnna?

d’ot on déduit Pexpression de 'EQUATION LOCALE DE CONSERVATION DE LA MASSE dans le cas 1D :

op , 9pv)
ot ox

=0].

(1.8)

1.6.2 Equation généralisée en dimension supérieure

Par analogie, la conservation de la masse dans le cas 3D (ou 2D) s’écrit :

% +div(pd) =0|. (1.9)
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La quantité pJ est la DENSITE VOLUMIQUE DE QUANTITE DE MOUVEMENT. La masse qui traverse une surface élé-
mentaire dS entre ¢ et t + df, appelé DEBIT MASSIQUE et exprimé en kg - s71, est ainsi

N —_—
dD,, = p(M, )0 (M, t) - dSys .
Le DEBIT VOLUMIQUE, qui correspond au volume de fluide traversant dS entre t et t + dt, est exprimé en m> - s7!

et vaut N
dDy = Z)’(M, t)-dSy .

Il est intéressant de noter le paralléle entre cette équation et I’équation de conservation de la charge en élec-
tromagnétisme

awp
— +d =0,
at+ iv(7)

ol p est cette fois la charge volumique et 7 = p7.

Remarque

La preuve de (1.9) ne me semble pas primordiale mais s’écrit rapidement. Considérons un volume fixe 7.

‘Zr:(i(//[ypm)://jygfdr,

la permutation dérivée/intégrale étant licite car le volume %/ est fixe. D’autre part, le flux de masse entrant
—
est (dS étant orienté vers I'extérieur comme il est d’usage) :

—//p?}'-d?,
5

et peut se réécrire, en vertu du théoréeme de Green-Ostrogradski :

- ﬂq/ div (pd)dr .

L’un et 'autre étant égaux par conservation de la masse (pas de terme de création) il vient

0 -
//cl/aiﬂudiv(pv)dl':O.

Ceci étant vrai pour tout volume % l'intégrande est nulle en tout point.

La variation de masse s’écrit :

1.6.3 Lien avec I'incompressibilité

La condition d’incompressibilité donnée par (1.5) couplée a la définition de la dérivée particulaire de la sec-
tion 1.5.3 donne

ap > —

— =0 dou —+(U- rad) =0.

Dt ot grac)p

En incluant I’équation de conservation de la masse (1.9) et en se servant de la relation vectorielle
div (e &) = adiv (A) + A - grad (@) ,

On démontre la condition d’incompressibilité de I’écoulement

div(d)=0]. (1.10)
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Exercice n°6 : Un écoulement incompressible

Montrer que I’écoulement U = ax €y, est incompressible.

Remarque

On distingue les écoulements incompressibles div(J) = 0 des fluides incompressibles tels que ys =
-(1/ V)%| s = 0. Un fluide incompressible s’écoule toujours de maniére incompressible, mais on peut avoir
un écoulement incompressible d’un fluide compressible. En réalité, les notions de fluides incompressibles et
d’écoulements incompressibles sont des approximations (qui sont souvent trés bonnes). Ce qu’il est impor-
tant de retenir c’est que I’écoulement de gaz en milieu non confiné (pas dans une seringue fermée dont on
pousse le piston, par exemple) est souvent incompressible. Une condition nécessaire, mais pas suffisante,
est que les vitesses caractéristiques soient faibles devant la vitesse du son.

1.7 Exercices supplémentaires

Exercice n°7 : Analyse de champs de vitesse

Caractériser les écoulements de la figure suivante, notamment leur compressibilité et leur caractére irrota-
tionnel.
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Exercice n°8 : Cinématiques eulérienne et lagrangienne

On considére le champ de vitesse T = (ax, -ay,0), avec a > 0.
1. L’écoulement est-il stationnaire ? compressible ? Irrotationnel ?
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2. Tracer les lignes de courant associées a cet écoulement.

3. Calculer al’'instant ¢ 1a position d’une particule située en (xy, o, 0) a t = 0. Tracer la trajectoire des particules.
4. Calculer la vitesse en utilisant la description lagrangienne. Calculer ’accélération en utilisant la description
lagrangienne et comparer a I’accélération obtenue en utilisant la description eulérienne.

Exercice n°9 : Ecoulement sous une onde de gravité
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(a gauche) Champ de vitesse a t = 0. (a droite) Trajectoires des particules a différents z.

On considere une piscine remplie d’eau dont la verticale est donnée par 'axe Oz. La surface libre (interface
eau-air) se trouve en z = 0 au repos. On considére I’écoulement donné pour z < 0 par P'expression :

k2 sin(wt - kx), 0, vye** cos(wt - kx)) .

Z = (er
Ce champ de vitesse est associé a une onde de gravité (vague de grande longueur d’onde) se déplacant selon
I’axe Ox dans un bassin de grande profondeur. L’onde considérée est ainsi une onde progressive dans le sens
des x croissants.
1. L’écoulement est-il stationnaire ? compressible ? irrotationnel ?
2. Le champ de vitesse au temps t = 0 est donné en figure (a). Tracer les lignes de courant a cet instant.
3. Tracer l'allure de la surface libre a deux instants proches. En déduire la position de la surface libre sur la
figure (a).
4. On note h la profondeur du bassin. Que signifie quantitativement « un bassin de grande profondeur » ?
5. Calculer les trajectoires des particules de fluide dans le cas ou v est petite (on précisera la signification de
cette hypothése par la suite). Comparer avec la figure (b).
6. Comment s’exprime quantitativement I’hypothése que 'amplitude A des mouvements est petite ? Comment
s’exprime quantitativement I’hypothése que v, est petite ?
7. Les trajectoires sont-elles confondues avec les lignes de courant ? Discuter ce résultat.

Exercice n°10 : Tourbillon de Rankine

. . ’ ’ . . . —> o ey —>
Dans cet exercice, nous considérons un écoulement incompressible de vitesse v, de vorticité » et de vecteur
—
tourbillon Q.
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1. Faire une analogie entre un écoulement incompressible et la magnétostatique.

2. On considere le tourbillon de Rankine, qui est un tourbillon axisymétrique d’axe Oz caractérisé par :

N
Q Q¢,sir<a

—>.
= 0sir>a

ou Q est une constante. Déterminer le champ de vitesse correspondant a cette distribution de vorticité.
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Chapitre 2

Statique des fluides

On développe ici la statique des fluides a cheval sur les programmes de PCSI et BCPST2.

2.1 Forces surfaciques, forces volumiques

Les forces qui s’appliquent sur une particule de fluide sont de deux natures :

+ lesforces volumiques s’exercent sur I'intégralité de la particule. Exemples : le poids, les pseudo-forces d’iner-
tie et de Coriolis, la force de Lorentz lorsque le fluide porte une charge électrique chargé, etc.

« les forces surfaciques ne s’exercent que sur la surface séparant la particule de fluide du milieu extérieur;
par exemple les frottements. Pour les fluides on parle plutdt de PRESSION lorsque la contrainte est normale
a la surface et de viscosiTE lorsqu’elle lui est tangentielle.

Bien que ces deux types de forces soit assez différentes, on peut les rassembler en cherchant un équivalent vo-
lumique des forces surfaciques. Ceci consiste a étudier les forces s’exercant sur ’ensemble de la surface de la
particule de fluide, et, dans la limite ou la particule fluide est de tres petite taille, a négliger la distinction volu-
me/surface.

2.2 Forces de pression, résultante et équivalent volumique

2.2.1 Force de pression

Dans cette partie, on considére une particule fluide d’un fluide au repos. On admet que pour les fluides
« simples » la force exercée par les autres particules fluides est une force de pression, colinéaire a la normale
a la surface de la particule de fluide. Cette force vaut :

dF = pdS 7.

La pression est indépendante de I'orientation de la surface de la particule de fluide. On dit qu’elle est ISOTROPE.

2.2.2 Calcul de la résultante

Exprimer la résultante des forces de pression sur un systéme donné implique de calculer l'intégrale [[ p ds.
En effet, la résultante des forces est bien la somme de toutes les forces qui s’exercent et le systéme, ici, est continu.
Ne connaissant pas, a priori, 'expression de p en tout point du fluide, ce calcul est compliqué voire impossible.

Dans certains cas cependant, on pourra s’aider des symétries du systéme pour simplifier 'intégration et abou-
tir & une forme explicite de la résultante des forces de pression.

25
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Exercice n°11 : Résultante des forces de pression

*

| |

On considere une demi-sphere (saladier) de rayon R, de masse M, posée sur un plan horizontal. En son sommet
est percé un trou qui permet d’y verser de 'eau. La pression dans lair, supposée constante, est notée py.
Déterminer par un argument de symétrie la direction de la résultante des forces de pression. A partir de quelle
hauteur d’eau h versée la demi-sphére se souléve-t-elle ? Est-ce toujours possible ?

2.2.3 Equivalent volumique

La résultante des forces de pression, qui est a priori une force surfacique, peut aussi s’exprimer sur le volume
de la particule fluide. En effet,

Missing

figure

D’apreés le schéma, la force de pression sur la face x vaut : d?l = p(x)dydz U, et celle sur la face x + dx
—

vaut: dF, = —-p(x + dx)dy dz u,.

La résultante des forces exercées par les particules de fluides environnantes selon x vaut ainsi :

dF, = dF, +dF; = p(x) dy dz @y - p(x + dx) dy dz @ = ‘Z_dedydz ) _Z_pdT '
x x

En appliquant le méme raisonnement a y et z, on obtient :

- ap . - ap . ., Ip ., _, op_, Jp_, Ip_, —
F=-2 - —— -z L= =, + — =, == 2.1
d 5 dru 3 dr u, 22 dru (0 Uy + Uy + Py u )dr grad (p)dr (2.1)

GEEEEE NN NN NN NN NN E NN NN EEE NN NN NN EEEEEEEEE)
ANEEEEEEEEEEEEEE NN NN NS NN NN NN NN SN NN EEENEEEEEEEEE

—_>
L’expression —grad (p) est appelée EQUIVALENT VOLUMIQUE, ou DENSITE VOLUMIQUE des forces de pression.
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Remarque

L’équation précédente peut également étre obtenue sans hypothése sur la forme de la particule de fluide
en utilisant le théoreme du gradient “ :

é(z —p7dS = /// —grad (p)dr , (2.2)

> B
ou 7 est la normale sortante a la surface X.

a. Le théoreme du gradient est le pendant du théoréme de Green-Ostrogradski pour un scalaire.

2.3 Equation fondamentale de la statique des fluides

Considérons un fluide au repos dans un référentiel galiléen soumis a son poids comme seule force a distance.

Missing

figure

On applique le principe fondamental de la dynamique a une particule de fluide soumise a la gravité :

—

md=P+F pression  d oU, a I'équilibre, 0 = pdr g - grad(p)dr,

dont on déduit .
pg =grad(p) . (23)

En projections sur les trois axes cartésiens il vient :

AEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEERY

0
0= P
ox
d
0=2P
dy
ap
Pg—az-

PLELRRLLR LR LR ELRERREERNERRERRERRELREERNERELENERRELEYLLYLE M

EEEEEEE NSNS NSNS NSNS NSNS NSNS NN NSNS NSNS NSNS NSNS NSNS N NSNS NN NSNS NSNS EEEEEEEEEEEEEEEEENERD

Faites trés attention au signe! Dans la premiére expression avec le vecteur g tout est positif, puis le signe
apparait du fait de I’axe z orienté vers le haut.

Remarque

« Comme toujours il faut se méfier de 'orientation de I’axe z qui peut varier selon les énoncés.

« A Iéquilibre (statique) la pression ne varie que du fait de la masse de fluide de plus en plus grande
qui appuie sur le fluide du dessous. Elle ne varie pas sur un plan horizontal.

« Il n’est pas nécessaire que p soit uniforme pour que (2.3) soit valable. Cependant, il faut noter qu'un
fluide ne peut étre au repos que si p ne varie que selon la direction verticale, et si le fluide le plus
léger est toujours au-dessus du fluide le plus lourd.
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Exercice n°12 : Pression dans un fluide incompressible en équilibre dans le champ de pesanteur

Comment la presion évolue-t-elle avec la hauteur dans un fluide incompressible en équilibre dans le champ
de pesanteur g constant? Faire I’application numérique pour I'eau. Quelle est I'augmentation de la pression
lorsque I'on descend de 10 m?

Dans un fluide considéré incompressible, en particulier les liquides, la pression varie linéaire avec la profon-
deur.

2.4 Modéle de I'atmosphére isotherme et introduction au facteur de Boltzmann

2.4.1 Pression dans 'atmosphére isotherme

Considérons maintenant la loi de pression dans un fluide compressible, comme l’air atmosphérique. Celui-ci
est assimilé a un gaz parfait dont la température est grossiérement supposée constante égale a Ty. Comment évolue
la pression avec Ualtitude (ascendante) z ?

Attention !

Contrairement a I'exercice précédent, l'air ne peut pas étre supposé incompressible : p dépend de z ici et
ca va tout changer!

Gréce a la symétrie sphérique on peut supposer que les variables d’état ne dépendent que de laltitude z.
Appliquons la relation fondamentale de la statique des fluides a une tranche d’atmosphere a laltitude z :

d
% = -p(2)g.

En appliquant a lair la relation des gaz parfaits il vient le lien entre la pression et la masse volumique
pV = nRTy = pM = pRTy. On obtient donc, en combinant ces deux équations :

d M z RT,

—p=——gz=—— oi H=-—2.

dz RT() H Mg
Il est primordial, ici, que la température Tj soit fixée afin que H ne dépende pas de z. Du fait que Ty est
constante, donc, on peut intégrer cette derniére équation différentielle pour finalement obtenir la Lol bu
NIVELLEMENT BAROMETRIQUE p(2) :

p(2) = pexp(-= )|

Numériquement, a Ty = 300K avec de I’air de masse molaire M = 29 g-mol ! et en prenant g = 9,81 m-s2
et R =8,314] - mol™! - K™! on trouve

RTy

H=— ~88km.

Mg
Cela donne une idée de la hauteur caractéristique de la décroissance de la pression dans ’atmosphere.
Au-dela de quelques H (typiquement 3H) la pression devient négligeable. C’est donc la hauteur typique
de ’atmospheére terrestre.
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2.4.2 Facteur de Boltzmann

M
Le facteur! & = exp(— Riz) = exp(—’;ngZ> est appelé FACTEUR DE BoLTzZMANN. Il permet d’observer
0 0

la statistique des particules de fluide en fonction de leur altitude : on compare I'énergie E, = mgz et I'énergie
thermique E; = kgT.
Plus généralement, le facteur de Boltzmann d’un systéme d’énergie E s’écrit

E
K = exp<—kBTO>.

Exercice n°13 : Interprétation probabiliste du facteur de Botlzmann

On rappelle I'évolution de la pression avec I'altitude dans I’atmosphére supposé isotherme :

z

p(2) = po eXP(‘ﬁ) ,

avec H = RT / Mg . Interpréter ce résultat en terme probabiliste et commenter.

2.5 Principe d’Archimede

On consideére un corps de volume ¥ entierement plongé dans un fluide au repos. Alors ce corps subi une force
dirigée vers le haut égale au poids du fluide déplacé, qui s’exerce au centre de masse G du liquide déplacé (G est
appelé centre de poussée) :

Fa= ~Pfluide Vsolidegr> . (2~4)

Démonstration :

Considérons un fluide au repos. On délimite, par la pensée, un certain volume V de forme quelconque
au sein de ce fluide. Ce volume est lui aussi au repos : malgré son poids psV'g, ce volume ne tombe pas.
Cela signifie donc que son poids est rigoureusement cor_n)pensé par une force opposée, qui le maintient
sur place, et qui provient du fluide extérieur. On la note II.

On remplace maintenant, toujours par la pensée, ce volume par un solide de méme volume et forme.
Comme la force qui maintenait le fluide en équilibre est une force de pression agissant a la surface du
volume, cette méme force s’applique encore au corps immergé : elle est toujours opposée du poids de
fluide déplacé. C’est la poussée d’Archimede.

Autre preuve : Considérons a nouveau un solide de volume V, délimité par une surface fermée %, plongé entié-
rement dans un fluide de masse volumique py soumis a un champ de pesanteur ¢, non necessalrement unlforme

Par définition de la pression p, la résultante des forces de pression exercées sur le volume est F = #s pdS ou
d'S est un élément infinitésimal de la surface considérée, orienté par convention de 'intérieur vers 'extérieur de
cette surface. Par le théoréme du gradient puis la loi fondamentale de I’hydrostatique, cette expression devient :

F - [ emderar - - [I] pzer.

qui est exactement 'opposé du poids du volume de fluide déplacé. C’est la poussée d’Archimeéde.

1. La notation & n’est pas une notation officielle.
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Remarque

CHAPITRE 2. STATIQUE DES FLUIDES

« L’hypothése d’un corps entierement plongé dans un fluide est essentielle.

« L’hypothése de fluide au repos n’est pas essentielle, de méme que rien n’impose que le corps soit un

solide. Seule compte en fait la notion d’équilibre!

Exercice n°14 : La poussée d’Archimeéde dans 'eau

volumique p.
1. Montrer qu’on a nécessairement p; < pj.

Considérons un solide de volume V et de masse volumique p; flottant a la surface d’un liquide de masse

2. Application au cas d’un iceberg : considérons un morceau de glace pure a 0 °C flottant dans de 'eau de mer.
Cela correspond a ps = 0,917 g - cm™ et p; = 1,025 g - cm™>. Quelle proportion de I'iceberg est immergée ?
3. Glagon qui fond dans un verre : comment évolue le niveau de I’eau lorsqu’un glagon fond dans un verre ?

2.6 Exercices supplémentaires

Exercice n°15 : Manometre a deux liquides

On considére un manomeétre a deux liquides schématique-
ment représenté sur la figure. Le liquide 1 de masse vo-
lumique p; (constante) est représenté en blanc, le liquide
2 de masse volumique p, > p; en noir (p, est également
constante).

Le liquide 1 est en écoulement dans le gros tuyau, de maniére
a ce que les pressions P4 et P différent de leur valeurs en
régime statique. Par contre, les fluides a I'intérieur du tuyau
latéral sont supposés au repos. Les deux fluides ne sont pas
miscibles, et on néglige les effets de la tension de surface.
Exprimer h en fonction des parametres pertinents.

gl | Pa

Pg

Liquide 1

Schéma d’un manomeétre a deux liquides.
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Exercice n°16 : Hémisphéres de Magdebourg

On considere deux hémisphéres. Le rayon de ces
hémispheres vaut R = 21 cm. Gréce a une pompe,
on diminue fortement la pression a l'intérieur
des deux hémisphéres préalablement mises en
contact. En supposant que la pression est nulle a
I'intérieur des hémispheéres (ce qui n’était pas le
cas dans les expériences historiques), évaluer la
force nécessaire pour les séparer.

Schéma des hémisphéres de Magdebourg, et un
dispositif expérimental. (Wikipédia)

Exercice n°17 : Equilibre d’un fluide en rotation

Un seau rempli d’eau tourne a la vitesse angulaire constante « autour d’un axe vertical ascendant Oz. Le
référentiel du laboratoire étant considéré galiléen, on travaillera dans le référentiel & du seau avec un repere
cylindrique de vecteur radial ¥ lié au seau et de vecteur axial U, ascendant. L’eau est soumise a un champ de
pesanteur uniforme g et on s’intéresse a la répartition du fluide a ’équilibre (toutes les particules fluide sont
immobiles).

1. Le référentiel R est-il galiléen ? Dresser la liste des forces s’appliquant sur une particule de fluide de masse
dm et donner leur expression.

2. Montrer qu’on peut ramener I'expression de deux d’entre elles & une gravité apparente gapp(r, z) dont on
donnera I’expression. Dessiner le champ.

3. En écrivant I’équilibre d’une particule fluide dans seau, établir I’équation vectorielle vérifiée par le champ
de pression. La résoudre et proposer une fonction P(r, z) qui soit solution. On placera l'origine au niveau de
la surface de I’eau et on notera P, la pression atmosphérique.

4. Etablir I'équation z(r) de la courbe dessinée par la surface libre dans un plan vertical contenant I’axe Oz.
Quelle est sa forme ? Dépend-elle de la densité du fluide ? Dessiner I’allure des isobares dans le fluide. Quelle
propriété remarquable ces surfaces et le champ de pesanteur présentent-ils ?

On donne 'expression du gradient en coordonnées cylindriques :

— oP_, 10P_, dP _,
dp) =2+ -2+ &3,
grad (P) or T v g 0T 9 e
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Exercice n°18 : Tube coudé

Po

On considére un tuyau coudé partiellement plongé
dans 'eau, en rotation autour de I'axe vertical. L’eau
monte dans le tuyau sur une hauteur h. Exprimer h en
fonction des paramétres du probleme.




