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Préambule : Contrairement a la thermodynamique, qui est rencontrée de maniére
relativement équivalente par tous les candidats au concours, la physique statistique
est plus clivante car abordée trés différemment selon les parcours. Les attendus du
concours sont doubles :

1. D’abord il s’agit de vous mettre en situation d’enseigner les fondements de la phy.
stat. en CPGE. Il faut donc axer vos premiers efforts sur la maitrise poussée du
programme de MP.

2. Ensuite, votre performance sur un écrit ou une lecon de physique statistique sera
inévitablement liée a votre maitrise de quelques concepts clés comme l’entropie,
la notion d’ensemble statistique, la fonction de partition, les statistiques quan-
tiques, etc. Surtout, il va falloir maitriser quelques notions et outils importants a
I'interface mécanique quantique / physique statistique / physique du solide sans
quoi vous serez aussi bloqués pour comprendre et appliquer, par exemple, les
phénomeéne thermiques ou électrique dans les solides.

En huit heures (correction de lecon incluse) on ne pourra pas passer en revue toute
la phy. stat., c’est pourquoi nous devons nous mettre d’accord sur quelques prérequis.
D’ici a la premiére séance le 9 novembre, laissez les concepts de coté et concentrez-
vous sur la maitrise du programme déja riche de MP. Plusieurs voies d’accés vous sont
offertes : pour les ex-MP, vos propres cours de prépa feront tout a fait I’affaire; pour
les autres le Tout-en-un de MP/MP* est une trés bonne source pour aborder sereine-
ment les notions en questions et les autres livres de prépa proposent probablement des
cours équivalents. Pour vous aider a pratiquer, tester et consolider vos connaissances
acquises vous trouverez ci-apres les énoncés et corrigés d’une dizaine d’exercices issus
de différentes références de CPGE et balayant les différents points du programme.

Nous reviendrons en détails (quoique rapidement) sur la partie de physique statis-
tique incluse dans le programme de MP ensemble pendant la lecon Facteur de Boltz-
mann et sa correction le 9/11. Ce sera 'occasion, en particulier pour ceux qui dé-
couvrent les notions, de mettre définitivement et solidement les choses au clair. La
fin de cette premiére séance sera consacrée a une présentation des différents concepts
appuyée sur un polycopié de cours condensé mettant en avant les points majeurs avec
détails des calculs importants et présentation rigoureuse des théorémes et notions im-
portantes. La seconde séance, le 23 novembre, sear consacrée a un TD de phy. stat. au
niveau agreg sur le modéle de celui de thermo.
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TD n’l : La physique statistique en prépa...

La série d’exercices qui suit releve du programme de physique statistique de classe
préparatoire ; en particulier MP. Vous étes libres d’aborder ces exercices de la maniére
qui vous convient le mieux (a minima il faudrait vérifier que les idées de solutions
vous viennent en temps raisonnable a la lecture des énoncés) mais ils ne seront pas
corrigés en cours. Chaque exercice a été choisi et n’est pas 1a tout a fait par hasard.
Si les premiers sont simples et présentent des applications directes du cours, tous
permettent, en plus de faire réviser des points particuliers du programme de MP,
d’aborder des phénomenes physiques importants culturellement !

Dernier point : n’hésitez pas a discuter entre vous des difficultés que vous pourriez
rencontrer, a me contacter si nécessaire, et a faire remontrer toute incohérence, faute
de frappe, etc. que vous pourriez repérer dans les énoncés.

Dans tout ce qui suit kp est la constante de Boltzmann fixée a la valeur

kp=1,380649.10"2%].K !,
et la quantité 8 représente la température inverse :

B=1/ksT .

Exercice 1 : Aspect thermodynamique du paramagnétisme

On considére dans un volume V une assemblée d’'un grand nombre N de dipéles
magnétiques, de méme norme g en moment magnétique, sans interact_i’on entre eux
et plongés dans un champ magnétique extéii)eur uniforme constant B = B1i,. On
suppose que les dipdles sont soit paralléles & B et de méme sens (nombre moyen Nj),
soit paralléles et de sens contraire (nombre moyen N,). L’ensemble est au contact
d’un thermostat qui le maintient a une température constante T.

On rappelle que I’énergie potentielle d’'un dipdle magnétique 4 dans le champ
magnétique est N
Ep=—M-B

1. Déterminer N; et N a I’équilibre thermique.

2. En déduire le vecteur moment magnétique moyen par unité de volume (ou ai-
—
mantation M) et interpréter les cas limites aux basses et hautes températures.

3. Obtenir la contribution Cpara du paramagnétisme étudié dans les questions pré-
cédentes a la capacité thermique du systéme. Commenter son évolution avec la tem-
pérature.

Exercice 2 : Systémes a deux niveaux d’énergie dégénérés

On considere un systéme de N particules pouvant exister dans 4 états quantiques
différents : un état dans lequel I'énergie de la particule est nulle et trois états dans les-
quels ’énergie est égale a €. Les particules, indépendantes entre elles, sont a ’équilibre
avec un thermostat de température T.

1. Exprimer pour une particule donnée :

+ La probabilité qu’elle soit dans I’état quantique d’énergie nulle,

la probabilité qu’elle soit dans un état quantique donné d’énergie ¢,

la probabilité qu’elle soit au niveau d’énergie nulle,

la probabilité qu’elle soit au niveau d’énergie &.

2. Quelle est la condition pour que le systéme contienne, en moyenne, plus de par-
ticules d’énergie € que de particules d’énergie nulle ?

3. Vers quelle limite tend Iénergie du systéme lorsque la température tend vers
Pinfini?

Exercice 3 : L’expérience de Jean Perrin

Alors que le mouvement erratique de tres petites particules, plus connu sous le
nom de mouvement brownien, était connu depuis 1827 apreés les travaux du botaniste
Brown, Jean Perrin a pu en 1908 effectuer une mesure expérimentale dudit mouve-
ment, confirmant une théorie d’Einstein et ’approche de Boltzmann du monde micro-
scopique. L’idée était d’observer ce mouvement chaotique de grains de taille micro-
métrique d’'une émulsion de gomme-gutte dans ’eau et en particulier comptabiliser
le nombre de particules selon l'altitude z dans un récipient a I’aide d’un microscope
optique.

On donne quelques caractéristiques de ’expérience : rayon des grains r = 0,212 pm,
masse volumique des grains p = 1,1942g-cm™3, masse volumique de I'eau peqy =
1,003g-m™3. A I'aide d’une cuve de 100pum de hauteur et contenant 13000 grains, Jean
Perrin a effectué des mesures de concentrations n(z) au niveau de quatre plans hori-
zontaux équidistants (relativement a une concentration de référence 1y non précisée) :
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z(um) | 5 [35] 65 |95
n(z)ing | 100 | 47 | 22,6 | 12

La température pourra étre prise égale a 293 K (bien que la valeur ne soit pas précisée
dans P’article publié par Jean Perrin)

1. Quelle est la masse apparente d’un grain de gomme-gutte en solution ?

2. Exprimer la forme de la loi n(z) en fonction de z, g, kg, r, de la température T et
des masses volumiques. Calculer une hauteur caractéristique et discuter du caractere
judicieux du choix des grains de gomme-gutte et du dimensionnement de 'expérience.

3. Déduire des mesures de Jean Perrin la valeur de la constante de Boltzmann, puis
celle du nombre d’Avogadro. Commenter.

Exercice 4 : L’expérience de Kappler

L’expérience de Kappler (1931) a permis de me-
surer la constante de Boltzmann a partir des
fluctuations de position d’un petit pendule de
torsion placé dans une enceinte thermostatée
de température T'. Le pendule est constitué avec
un petit miroir suspendu au bout d’un fil de
quartz. Ce miroir peut tourner autour de I’axe
du fil et sa position est repérée par I’angle de
torsion 0 du fil (angle entre la normale 77 au
miroir et la direction 77 de celle-ci lorsque le
fil n’est pas déformé). L’énergie potentielle as-

FIGURE 1 - Situation géométrique

sociée 4 la torsion du fil est —C62 ou C est une , .
2 de I'expérience de Kappler

constante caractérisant le fil.

1. Un rayon lumineux arrivant sur le miroir fait un angle a avec 77y. Quel est I'angle
' entre le rayon réfléchi et 77 ? Le rayon réfléchi arrive sur un film photographique
situé a grande distance L du miroir. Exprimer le déplacement d du point d’impact
lorsque 8 varie d’un angle trés faible Af.

2. Du fait des chocs des molécules du gaz contenu dans I’enceinte avec le miroir,
I’angle 6 fluctue autour de 0.

a. En utilisant le théoréme d’équipartition de I'énergie, exprimer (6?)

b. Avec les données T = 287,1K; C = 9,428.10 6kg-m™2-s72 et L = 0,865m,
Kappler a mesuré < d? >=1,250.10">m?. Quelle valeur de la constante de Boltzmann
a-t-il trouvé?

3. Le fil était en quartz, de longueur / et de diametre 6, et sa constante de raideur
4

- . L .1 . U .
vérifie la relation obtenue par la mécanique des milieux continus C = G— ou G =

321
31,14.10° Pa est le module de rigidité du quartz. En supposant que / était de I'ordre de

1 m, déterminer I’ordre de grandeur de 6.

Exercice 5 : Apercu de 'effet thermoélectrique

On communique aux électrons d’une plaque métallique en tungsténe de ’énergie
par chauffage. On admet que les électrons se comportent comme les molécules d’un
gaz parfait et suivent la statistique de Maxwell-Boltzmann. Le nombre dn, d’électrons
de conduction par unité de volume, ayant une composante de leur vitesse suivant un
axe (Oy) égale a vy a dvy pres, est donné par I'expression

1/2 U?_
_ o _ X
dn”_n”(znkBT) eXp( 2kBT)dvx

n, est le nombre total d’électrons de conduction par unité de volume.

1. L’énergie d’extraction Wi est ’énergie nécessaire pour qu’un électron soit extrait
du métal. Quelle vitesse minimale vy doit avoir un électron pour sortir du métal?
Effectuer l'application numérique pour Wy =4,5¢€V.

2. En se limitant a la direction (Oy), perpendiculaire a la plaque, quel domaine de
vitesse correspond aux électrons sortants ? En déduire le nombre total d’électrons émis
par unité _d)e temps et de surface, ainsi que le vecteur courant électrique volumique
maximal J,.

3. Le tungsténe a des masses molaire et volumique M = 184g-mol™! et p =
19,3.103kg-m~3. En outre, sa conduction électrique est assurée par un électron par
atome. Calculer n, puis le vecteur courant électrique volumique a 2000 K.

Exercice 6 : Capacité thermique du dihydrogéne gazeux

On s’intéresse a la capacité thermique du dihydrogene lorsqu’il est gazeux.
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1. L’écart entre deux niveaux d’énergie de translation d’'une molécule H, est de
hZ

Pordre de grandeur de Agans = ou m* = 3,345.10_27kg est la masse de la

m* L2
molécule et £ la taille du récipient dans lequel le gaz est contenu. Calculer Otrans =
Atrans / kp pour une valeur réaliste de £ et conclure quant a I'utilisation du théoréme

d’équipartition de I’énergie pour les degrés de liberté de translation.

2. La distance entre les deux noyaux d’hydrogéne dans la molécule H; est supposée
ici constante, égale a a =74,14pm.

a. Vérifier que le moment d’inertie de la molécule par rapport a un axe perpen-
diculaire a axe des noyaux est I ~ m x a®/4. Calculer numériquement 1.

b. Rappeler les expressions du moment cinétique L et de ’énergie cinétique E,
d’un solide en rotation autour d’un axe fixe en fonction de son moment d’inertie I et
de sa vitesse angulaire de rotation w. En déduire une expression de E. en fonction de
L et I uniquement.

c. En physique quantique, I’expression de I’énergie de rotation en fonction du
moment cinétique reste la méme qu’en mécanique classique et le moment cinétique
est quantifié : les valeurs possibles de L% sont [(I+1)h? ou [ est un entier positif ou nul.
Exprimer le plus petit écart énergétique Ao entre deux niveaux d’énergie de rotation
de la molécule de dihydrogéne en fonction de 7 et 1.

d. Calculer numériquement Oro; = Arot/ k5.

3. On s’intéresse aux mouvements de vibration de la molécule. On note r la distance
entre les deux noyaux d’hydrogéne qui n’est plus nécessairement égale a a. L’énergie
potentielle de déformation de la molécule est modélisée par

E,=Ey(e 2@ —2e7%U"9 41)

avec Ey =7,716.10"9J et & = 2,002.10'° m~!. L’énergie cinétique de vibration est don-
née par E. = m*#%/8.

a. Tracer la courbe donnant E,/Ej en fonction de r.

b. On s’intéresse a des petites vibrations pour lesquelles a(r — a) < 1. Trouver
I'expression de la constante k telle que Ep ~ k(r — a)?/2. Calculer numériquement k.

c. Exprimer 'énergie mécanique de vibration en fonction de u=r —a et iz. En
déduire I'expression de la fréquence v de vibration. Calculer numériquement v.

d. En physique quantique, les niveaux d’énergie de vibration sont (n+1/2)hv ou
n est un entier positif ou nul. Exprimer le plus petit écart énergétique Ay, entre deux
niveaux d’énergie de vibration. Calculer numériquement Oy, = Ayip/ kB.

4. Estimer la capacité thermique molaire & volume constant du dihydrogéne aux
températures suivantes : 50K; 500K et 10000K.

Exercice 7 : Modéle de fil élastique

On modélise un fil élastique par un ensemble de N maillons 0,051 de méme lon-
gueur a avec N > 1. Ces maillons sont tels que

- R
0nO0ny1=€paty

avec £, = £1. On pose N, = “T’CN le nombre de maillons tels que €, = +1. De plus, on
précise que entropie du systéeme vérifie la formule de Boltzmann S = kpIn(Q) ou kp
est la constante de Boltzmann et Q est le nombre de micro-états (pour un macro-état
donné).

1. Exprimer L = OyO,, en fonction de N, a et x.
2. On suppose que L < Na et on rappelle la formule de Stirling In((!9)) ~ gIn(q)—q

pour g > 1. Montrer que entropie vaut :

1 1
S=Nkp ln(2)—5(1+x)ln(1+x)—E(l—x)ln(l—x)

3. On donne le développement limité suivant, pour x < 1 :
A+x)In1+x)+(1-xIn1-x) ~ x*
En déduire I'expression de S en fonction de kg, L, N et a.

4. On néglige toute interaction entre les maillons et on admet que I’énergie ciné-
tique microscopique de chaque maillon est de la forme akpT ou a est une constante.
Exprimer I’énergie interne U du fil en fonction de @, N, kp et T.

5. Pour un fil élastique fixé a une extrémité et tendu a l'autre extrémité par une
force F, on peut négliger le travail des forces de pression et le travail au cours d’'une
évolution élémentaire réversible ot le fil s’allonge de dL vaut 6 W, = FdL. Etablir
Pexpression de F en fonction de T,kp, N, a et L (on supposera T fixée). Commenter.

Exercice 8 : Contribution électronique a la capacité thermique d’un gaz

La capacité thermique d’un gaz est la somme de contributions provenant des éner-
gies de translation, de rotation et de vibration, mais aussi de I’énergie des électrons
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1. Les niveaux d’énergie électroniques de ’atome d’hydrogéne sont bien connus et
égaux a E, = —13, 6/n? en électron-volt, avec n € N*.

a. Quelle est la différence d’énergie A entre I'état fondamental et le premier ni-
veau excité ?

b. Le niveau d’énergie E,, est dégénéré 2n? fois. Sachant que chaque état quan-
tique est peuplé par ’agitation thermique selon la loi de Boltzmann, calculer le rap-
port du nombre d’atomes d’hydrogéne dans le premier niveau excité sur le nombre
d’atomes au niveau fondamental, a ’équilibre thermique a la température T =298 K.

c. Quelle est I'influence des niveaux d’énergie électroniques sur la capacité ther-
mique de I'hydrogéne atomique H a température ordinaire ? Le méme comportement
est observé pour la plupart des atomes, mais pas pour ceux d’halogenes, comme le
chlore abordé ensuite.

2. L’atome de chlore posséde un niveau électronique fondamental dégénéré quatre
fois, et un premier niveau excité dégénéré deux fois, dont la différence d’énergie est
de A =109 meV seulement.On ne tient compte dans la suite que de ces deux niveaux
d’énergie dégénérés

a. Calculer le rapport du nombre d’atomes de chlore dans le premier niveau excité
sur le nombre d’atomes dans I’état fondamental, a I’équilibre a la température T =
298 K. On prendra ’énergie du niveau fondamental nulle

b. Exprimer, en fonction de A et kg T, I’énergie électronique moyenne < Eg| >
d’un atome de chlore en équilibre avec un thermostat a la température T.

c. En déduire la contribution Cy, ¢ a la capacité thermique molaire du gaz Cl de
I'énergie d’excitation électronique en fonction de R, T et ®,; = A/kp. Tracer, a 'aide
d’une calculatrice ou d’un ordinateur, la courbe donnant Cp, ¢/ R en fonction de T'/0y).
Vérifier que Cp, ¢ passe par un maximum pour la température T}, ~ 0,450¢). Calculer
numériquement O, Ty, et Cppy 1 (Thy)-

d. On trouve sur le site du NIST des formules donnant les capacités thermiques a
pression constante de différents gaz dans différents domaines de température. Il pro-
pose notamment pour le gaz monoatomique Cl dans le domaine [298 K, 600 K] la for-
mule

63,32.1073

(Cp,m)tab = 13,38+ 42,341 — 64,751 +33,00¢° + t2

en J.mol"! K~! avec ¢ en mK. Comparer cette formule avec le résultat de la question
précédente.

Exercice 9 : Polarisation d’un milieu diélectrique

La répartition des charges dans certaines molécules dissymétriques, soumises a un
champ électrique, les rend équivalentes a des dipoles électriques permanents. On sup-
pose que, dans le milieu diélectrique étudié, tous les dipdles ont un moment dipolaire
P, de méme norme p mais d’orientation différente d’une molécule a I’autre. La di-
rection du moment dipolaire est repérée par les angles 0 et ¢ des coordonnées sphé-
riques. On suppose qu’en tout point du diélectrique existe un champ électrique uni-
forme constant E parallele a ’'axe (O;) de ce systéme de coordonnées. - On rappelle
que I'énergie potentielle &, d'un dipdle rigide dans le champ électrique E' a pour ex-
pression &), = —ﬁ’f De plus, on précise que, pour x < 1, on dispose de la relation
approchée coth(x) ~1/x+ x/3.

1. Question préliminaire : un belge lance des frites depuis un point O dans toutes les
directions de I'espace (isotropie). Quelle est la probabilité d> P pour une frite d’étre
lancée dans une direction indiquée par le repérage (0, ) des coordonnées sphériques
a (d@;d¢) pres?

2. Dans le milieu diélectrique en équilibre avec un thermostat a la température T, le
nombre de dipdles orientés selon la direction (6, ¢) a (d0;d¢) pres s’écrit

d*Np,, = Aexp(—BE,)sin(0) d0 de

ou A est une constante et §=1/kpT est la température inverse. Commenter cette loi.

3. Question qualitative : en 'absence d’agitation thermique, comment s’orientent les
N dipoles du milieu ? Quel est effet de ’agitation thermique sur le moment dipolaire
total ?

4. Montrer que le moment dipolaire total est paralléle a (O;) et calculer la valeur
moyenne < p, > de la projection de P sur (O,). La représenter en fonction de SpE.

5. Pour des champs E pas trop intenses ou des températures assez élevées, BpE < 1.
Montrer que les molécules du milieu diélectrique ont alors un moment dipolaire moyen
proportionnel au champ électrique et calculer la polarisabilité a telle que < p, >=
aeyE.

6. A T = 300K et pour un moment dipolaire moyen de 1 D, 'approximation SpE < 1
est-elle justifiée ? Pour rappel, le debye vaut environ 3,33.10730 C.m.
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Correction des exercices

Correction de ’exercice 1 : Aspect thermodynamique du paramagnétisme

1. En utilisant le facteur de Boltzmann pour les énergies +uB, I’équilibre thermique
étant assuré par le thermostat et le probléme pouvant étre traité de maniére classique,
il vient

Ny = AePHB et N, = Ae PHB

A est une constante de normalisation obtenue via N = N7 + N>, d’ou
eBuB e~ PuB

M=N—— et Ng=No——
2cosh(BuB) 2cosh(BuB)

2. L’aimantation est alors (en projection sur ) :

1
M=—]

— N N
v N+ No(—p)] d'ou M= 7'utanh(,8pB) U,

L’allure de I’aimantation en fonction de BuB est donnée sur la figure 2.

Ma

«y=—2Xx»
!

!
Mmax____:

FIGURE 2 — Comportement de I'aimantation en fonction de la variable uB/kgT.

Aux hautes températures, c’est-a-dire pour fuB < 1,

_ Ny?B
- VICB T

On note qu’en posant y,, = oM/ B (susceptibilité magnétique), on obtient y,, =C/T
ou C est une constante indépendante de la température. Il s’agit de la loi de Curie
du paramagnétisme (évolution en I'inverse de la température). Plus la température est
élevée, plus le désordre est important, ce qui explique la diminution de I’aimantation.
Aux basses températures, au contraire, ’agitation thermique devient tres faible et I'ef-
fet magnétique 'emporte : les moments magnétiques s’alignent dans la direction du
champ et 'aimantation tend vers

N
Mmax = VIJ

3. On peut définir la contribution Cpara a la capacité thermique totale du systéme
par la relation
0<&p>
Cpara = ———
P oT

En 'occurrence, il vient

ol

Cpara=—%(N<J7l)>'§)=—%(N<J7[>>)-§=—V—'

Avec les orientations précédentes des vecteurs, on déduit

o = VBaM— VBOMOﬁ
para = oT 4B oT
Le calcul élémentaire fournit
2,22
Cpara = Nkp 'Bl;—
cosh”(BuB)

C’est un systéme a deux niveaux donc ces phénomeénes sont trés classiques! A basse
température, cette capacité thermique est faible car I'agitation thermique est insuffi-
sante pour permettre I’excitation des dipoles au niveau fondamental. Ensuite, a haute
température, la capacité thermique est aussi faible car les populations des niveaux
d’énergie ne peuvent quasiment plus varier. Ce n’est que pour une température « in-
termédiaire » » (T = uB/kp grosso modo) que la capacité thermique est la plus grande
et que I'agitation thermique permet de facon la plus importante de modifier les popu-
lations des niveaux.
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Correction de ’exercice 2 : Systémes a deux niveaux d’énergie dégénérés

1. En notant etaty I’état d’énergie nulle et etat), etat,, etats les trois états distincts
d’énergie € on a P(etaty) = 1/Z et P(etat;) = P(etatp) = P(etat3) = e Pe1 7 et par nor-
malisation, Z = 1+ 3e P, Ainsi,

o P(etaty) =

1
1+3ePe
o P(etat;) = P(etaty) = P(etat3) =
« P(E =0) =P(etaty) = Tle,ﬁg

o P(E = €) = P(etat;) + P(etaty) + P(etat3) = ligfﬁg. On établit ici une régle plus
générale : P(E =€) = g, x P(etat,) ou g est la dégénérescence de I’état d’énergie

€ i.e. le nombre d’états accessibles ayant cette énergie.

e Pe
1+3e P
puisque ’état 0 est le seul état d’énergie nulle.

2. C’est le cas si P(¢) >P(0) i.e. 3¢ P¢ > 1 ie T > ka;(s)

3. Lorsque la température tend vers U'infini, les quatre états deviennent équipro-
bables et I’énergie du systeme tend vers

1 1 1 1 3
N|-x0+—-—xeg+—-—xeg+—x¢g|=—-Ne
4 4 4 4 4

ATTENTION! Il est tentant et commode de croire que lorsque la température aug-
mente les particules migrent vers les états de plus haute énergie. C’est évidemment
faux : la population d’un état donné d’énergie supérieure ne peut étre plus impor-
tante que celle du fondamental. Ici, la population du niveau d’énergie devient plus
importante que celle du fondamental du fait de la dégénérescence! Lorsqu'un sys-
teme présente N, > Nj on parle d’inversion de population mais il s’agit alors d'un
systéme comme le LASER faisant intervenir des phénoménes quantiques et maintenu
HORS-EQUILIBRE !.

Correction de I'exercice 3 : L’expérience de Jean Perrin

1. Un grain est principalement soumis a son poids et a la poussée d’Archimede (non
négligeable vu les valeurs voisines des masses volumiques de I'eau et des grains). La
somme de ces deux forces se réduit a un poids apparent —m* g€, (avec (Oz) ascen-
dant) faisant intervenir la masse apparente

. 4
m”=(p—pPea)V = gﬂrg(P_Peau)

2. On peut décrire la répartition des grains dans le fluide en condition hydrostatique
et isotherme suivant une loi de Boltzmann ou c’est I’énergie potentielle de pesanteur
apparente qui intervient. Du coup,

m*gz
n(z) =npexp|- KnT

—-z/H

soit n(z) = nge avec

3kgT
H= 3
4nr>(0 = Peau) §
L’application numérique de la hauteur caractéristique H fournit H = 54 um. Le choix
des grains de gomme-gutte est particulierement judicieux puisque I’échelle caractéris-
tique d’évolution de n(z) est macroscopique. De plus, la dimension proposée pour la
cuve est tout a fait satisfaisante puisque de l'ordre de deux fois cette hauteur caracté-
ristique de sorte qu’une variation notable de la quantité n(z) sera observable.

3. Il faut procéder par régression linéaire sur la loi In(n(z)/ng) = f(z) que la théorie
précédente prévoit affine et de pente —1/ H. On peut aussi effectuer le tracé des points
dans le plan (z,In(n(z)/ ng) et vérifier que 'on a bien une droite. C’est bien le cas et on
tire la pente —1/H = —2,4m~! donc

_ 47Tr3(P_peau)gH

k
B 3T

~1.1072].x!,

puis

R 23 - 1-1

N =— =8.10mol .

kg
Les résultats sont du bon ordre de grandeur et ont valu le prix Nobel de physique 1926 &
Jean Perrin. On peut noter au passage qu’il aurait été bien de disposer de plus de points
relevés (pour la régression) et des incertitudes expérimentales pour mieux maitriser
le crédit a accorder a ces valeurs, mais Jean Perrin a fait ce qu’il a pu pour ’époque
(il a quand méme aussi procédé a d’autres évaluations par d’autres protocoles : tout
concordait!).

Correction de I'exercice 4 : L’expérience de Kappler

1. L’angle d’incidence du rayon sur le miroir est i = 8 — a donc, par loi de Des-
cartes de la réflexion, I'angle de réflexion (par rapport a 77) est i’ = —i,dou a’ =i’ +0
(avec7ip) fournit

a' =20-i

Version du 20 octobre 2022-

jules.fillette@phys.ens.fr



Agrégation externe de Physique-Chimie Option Physique

Montrouge 2021-2022

Si I’angle 0 varie de A@, le rayon réfléchi tourne de I’angle double Aa’ = 2A0 et se
déplace sur la pellicule (assez loin, c’est-a-dire avec L>> d) de

d~LAa' =2LA0

a. Par application directe du théoréme d’équipartition de I’énergie (comme incité
par I’énoncé), il vient

<1092>=1k3:r

2 2

donc T
%)= 2~
(6)= 2

b. Les fluctuations de I’angle 8 autour de la valeur 0 sont associées a des fluctua-
tions de d = 2L6 autour de 0 aussi (en raisonnant avec d algébrique). Du coup,

(a%) =4L%(0%),
donc
C<d®>
kp=———
4I2T
Le résultat est remarquablement proche de la valeur tabulée a rigoureusement

1,380649.10723] - K™, mais 1’énoncé ne fournit pas les incertitudes de mesure pour
affiner davantage la critique du résultat en 'assortissant de son incertitude.

=1,37.1073]. K.

3. On obtient un diameétre de fil

s

ce qui est extrémement faible ! L’expérience a di étre délicate a mettre en place...

32Cl1

1/4
~4um
nG) K

Correction de I'exercice 5 : Apercu de I'effet thermoélectrique

1. L’énergie cinétique d’un électron, obtenu par chauffage du filament, et permettant
Iextraction du métal est telle que %mv2 > Ws d’ou

[2W,
Vo = f= 1,3.106m-s_1.
m

On vérifie que I’électron est non relativiste (vy < ¢). On peut bien raisonner avec la
mécanique classique.

2. Le domaine des vitesses des électrons sortants est v, € [vp, c]. Cependant, en mé-
canique classique pour laquelle on peut utiliser la statistique de Maxwell-Boltzmann,
on peut étendre ce domaine en premiére approximation a vy € [vg;o0l.

Le nombre d’électrons émis par unité de temps est
dN/dt avec

dN = dvdn, .

sortants

d7 représente le volume occupé par les électrons
qui vont sortir a travers une section S pendant d¢ et
vaut d¥ = v,dtS (voir figure). Alors,

2
X

o0

1/2
dN = SdtnU(L) f
zﬂkBT Vo

2
0

n kBTex (
"\ 27m P

On en déduit le vecteur densité de courant électrique :

vxexp(— )dvx.

2kgT

On integre et comme W = %mv
temps et de surface :

on tire le nombre d’électrons émis par unité de

)

Wi
kgT

dN
sdr

7 = dN(—e)? =—-nye kBTex (— Ws )?
¢ sdt x =T\ orm &P kgT) ™
3. Puisque n, = L, on déduit
M/ Ny

n,=63.108m=3
et, 4 2000 K (en notant que kg T = 0,17V,

|Te ~33kA-m2.
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Correction de I’exercice 6 : Capacité thermique du dihydrogéne gazeux

1. Tant que '’on prend une taille £ macroscopique, on trouve une température Oyrans
ridiculement faible. Par exemple, pour une longueur £ = 0,1 cm, Oyans = 1.10'°K. Cela
veut dire que I’agitation thermique permet ’excitation d’un large continuum énergé-
tique sur les trois degrés de liberté en translation du centre d’inertie G de la molécule :
ceux-ci ne sont pas « gelés » et on doit les prendre en compte dans ’application du
théoréme d’équipartition de Iénergie (contribution Ska al’énergie moyenne par mo-
lécule, donc % a la capacité thermique molaire totale a volume constant). On peut
dire que Oyqns représente la température caractéristique de dégel des degrés de liberté
en translation (largement dépassée en général, d’autant plus que le dihydrogéne n’est

gazeux qu’au-dessus de 20 K aux pressions usuelles!).

2.

a. On modélise la molécule par une haltére symétrique dont chaque « poids »
est quasi-ponctuel, de masse m*/2 et a une distance a/2 du centre d’inertie G. Or, le
moment d’inertie d’'un point matériel de masse m a une distance d de’axe de référence
est md? donc, par extensivité,

m*a® m*a
2 2

_+ J—
2 2

2
I=

soit en effet
* 2

a
I ——-= 4,597.10*8 kg.m?

b. On rappelle que, pour un solide en rotation autour d’un axe fixe, L = Iw et
&= %I w?. L’élimination de w entre ces deux relations fournit

LZ

&.=—_
Y

c. L’énergie cinétique de rotation, tenant compte de la quantification avec le
nombre quantique /, est (a 'aide de la question précédente)

U+ 1D)h?
Y

On a la les niveaux d’énergie de rotation dont le plus petit écart est réalisé entre les

nombres [ =0 et [ =1, soit
2
Aror = —
rot 12

d. On déduit la température caractéristique de dégel des degrés de liberté en

rotation _
hZ
Orot = T 175 K

Cette température est plus « acessible » que la précédente relative a la translation :
a la température ambiante, les deux degrés de liberté en rotation de la molécule de
dihydrogene sont a prendre en compte dans 'application du théoréme d’équipartition
de I’énergie et donnent une contribution kp T a I’énergie moyenne par molécule, donc

R ala capacité thermique molaire totale a volume constant.

3.
a. Le tracé attendu, en prenant garde aux unités (!), est le suivant :

54 4
|
4 \
\
E ¥ |
+ !‘
Eo ,1 |\
"'ul
e e
*J_ﬂ_,,_-v—"'_
\ ==
N
] ——— . - -
50 100 150 200 250
rien pm)

FIGURE 3 - Energie potentielle de vibration de la molécule en fonction de la distance
entre les deux atomes

Le minimum d’énergie potentielle de déformation de la molécule est atteint pour r =
a (ce qui est cohérent avec le choix déja effectué de a dans les questions précédentes).
b. L’énergie potentielle de déformation

Ep = Egle 2* @ —2¢7 0@ 1 1)

est développable a lordre 2 en a(r — a) < 1, d’ou (sachant que e* = 1 + x + x%12)

1
Ep~ Ek(r —a)* avec k=2a’E)=618,5N.m "'
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c. L’énergie mécanique de vibration (sous-entendu sans les effets de translation)
est
éam,vib = 6oc,uib + é'ap,vib
L’énergie cinétique de vibration est fournie par I’énoncé (en tenant compte sans le dire
d’un changement de référentiel pour faire abstraction des translation et rotation de la
molécule). Par conséquent,

1 1
Empip = —m*i* + = ku?
m,vib 3 2

Cette expression se met sous la forme canonique de I’énergie d’un oscillateur harmo-
nique unidimensionnel classique

1 1
& = —mi® + —kx*
m,OH 2 2
dont on sait que la fréquence propre des oscillations est

1 k

VoH=——\| —
2\ m

Par identification, il vient

1 |4k ”
— =1,369.10"* Hz

v=—
2n \ m

Il s’agit d’'une fréquence dans le domaine de I'infrarouge proche.

d. Le plus petit écart énergétique entre deux niveaux d’énerg; ie de vibration
consécutifs est Ayjp = hvPar conséquent, la température caractéristique de dégel des
degrés de liberté en vibration est

Oyip = Avib _ 6,57.103 K
kp
Cette température n’est pas fréquente d’accés et ce n’est que suffisamment au-dela
que les deux degrés de liberté en vibration (cinétique et potentiel) de la molécule de
dihydrogene sont a prendre en compte dans ’application du théoréme d’équipartition
de Iénergie et donnent une contribution kg T a I’énergie moyenne par molécule, donc
R ala capacité thermique molaire totale a volume constant.

4. 11 suffit d’exploiter les conclusions des questions précédentes concernant chaque
type de degré de liberté de la molécule dont le dégel est effectif lorsque T dépasse la
température caractéristique © associée :

« A50K, seulsles trois degrés de liberté quadratiques en position du centre d’inertie
de chaque molécule joue, donc C,, (50 K) = %R.
« A 500 K, on ajoute en plus les deux degrés de liberté quadratiques en rotation
(dégelés) donc Cy,,,, (500 K) = gR.
« A 10000 K, on ajoute en plus les deux degrés de liberté quadratiques en vibration
(dégelés) donc C,,, (10000 K) = ZR.
Noter que le dégel des degrés de liberté ne se fait pas brutalement mais progressi-
vement avec la température (dans une zone de température relativement étendue en
amont de la température caractéristique associée ©).

Correction de I'exercice 7 : Modéle de fil élastique

1.Puisqu’ily a N* maillons dans un sens, N~ maillons dans ’autre, et que N*+ N~ =
N, on tire
L=00Ony=N"a+N (—a)=(2N*'+N)a
soit
L=Nax

On remarque que x = LNa représente le taux d’allongement du fil.

2. On utilise la (fameuse) formule de Boltzmann (fameux)
S= kB IH(Q)

ou Q représente le nombre de micro-états qui correspondent a un méme macro-état
du fil (c’est-a-dire une longueur L donnée). Or, le macro-état correspond a N* fixé
et le nombre de fagons d’avoir N* maillons dans un sens parmi N maillons est la
N ) __N

. . | . .
combinatoire (N+ - Alnsi,

S=kgIn(N!) —kgln(N*1)—kgln(N"))
d’ou
S=kg[NIn(N)-N"In(N") - N"In(N")]

en utilisant la formule de Stirling pour N> 1, N* > 1 et N~ > 1.Ensuite, aprés calculs
élémentaires, on obtient

1 1
S=Nkp ln(2)—5(1+x)ln(1+x)—§(l—x)ln(1—x)
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3. Puisque L «< Na, x < 1 et on développe S, soit

%2
SszB ln(2) —?]
Par conséquent,
L2
S=Nkp|In2) - ——
B [In(2) N2 ]

On remarque que si 'on étire le fil (augmentation de L), son entropie diminue ! Au vu
du modele microscopique, cette évolution est normale puisque, ce faisant, on ordonne
les maillons (on en met de plus en plus dans un méme sens). Ce résultat est général
aux fils en caoutchouc organisés ainsi en « maillons » (polymeres).Dans le cas d’un fil
en métal, son étirement donne au contraire une augmentation de 'entropie. En effet,
un métal est cristallin au niveau microscopique et on désordonne par élongation son
réseau.

4. Par définition, U = &),ins + Ec,micro- Le terme d’énergie potentielle d’interaction
est nul. Par extensivité, on tire d’aprés I'énoncé U = NakpT

5. Les deux principes pour une évolution réversible donnent
AU =6Qyep + FdL

et
dS=6Se=6QresT

Par conséquent, il vient I'identité thermodynamique du fil
dU=TdS+FdL

On raisonne comme demandé a T fixée. La question précédente donne donc dU = 0.
En utilisant Pexpression antérieure de S (différenciée), 'identité thermodynamique du

fil donne

Correction de ’exercice 8 : Contribution électronique a la capacité ther-
mique d’un gaz

a. L’application numérique de ’écart énergétique entre les niveaux n=1et n =2
est A=E,—E; =10,2 eV.

b. Le nombre (moyen) d’atomes sur le niveau fondamental est,par loi de Boltz-
mann et en tenant compte du facteur 2 de dégénérescence, Ny = 2e A1/ Z. De méme,
pour le premier niveau excité de facteur 8 de dégénérescence, le nombre (moyen)
d’atomes est N, = 8¢ PF2/Z. Le terme Z est la fonction de partition utile a la nor-
malisation et inutile a expliciter ici puisque seul le rapport des nombres précédents
nous intéresse :

N =4exp (—A) =2.10717
N T
Force est de constater que le premier niveau électronique n’est quasiment pas peuplé!

c. Les niveaux d’énergie électroniques excités sont beaucoup trop élevés pour
étre peuplés a température ambiante. Tout se passe donc comme si ils n’existaient
pas : ils n’ont aucune influence sur la capacité thermique de I’hydrogeéne atomique H
a température ordinaire.

2.
a. Par une démarche similaire a celle de la question 1.a, il vient
N, 1

—A 5
=—exp|-——=|=7,2.10
Ny 2 kgT

On note le gros changement d’ordre de grandeur par rapport au cas de I’hydrogéne
atomique!

b. L’énergie électronique moyenne d’un atome de chlore en équilibre a la tem-
pérature T est, en exploitant la pondération par le poids de Boltzmann sur chaque
état,

NkgTL 4x0xe P02 Axe A
= < Egq >=
0 N2a2 dL+FdL el 4e_ﬁxo+ze_ﬁA
i soit
Finalement, T Ae—BA Ae-AlksT
F = B;L < Eel >= =
Na2 2+ e PA 24 e AIKsT

On reconnait une loi de Hooke (cf. ressorts) : la force est proportionnelle a I'allonge- ¢. On déduit la capacité thermique molaire électronique
ment du fil. Ici, la longueur au repos du fil est négligée. En effet, elle correspond a la y d<Eg> d<Ee >dp
situation d’entropie maximale a I’équilibre, soit une longueur Ly = a < L... Cinel = A2 ar 74 4a g dT
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donc
Z(ﬁA)Ze—ﬁA 2R®§le_®ellT

(2+e D)2 T2(2+4 ¢ OalT)?

La figure 4 fournit la courbe demandée dont le maximum est placé effectivement en
Tyl ®g = 0,45.

mel JVAkB

('m.(‘l/[?

T/04

FIGURE 4 - Variation de la capacité électronique du chlore (normalisée par R) en fonc-
tion de la température (normalisée par ©,;).

Numériquement, on trouve

O =1,26.10°K  T,,=569K  Cpe(Tm)=0,24R

d. La capacité thermique molaire a volume constant prévue pour un gaz parfait
classique monoatomique (en vertu du théoréme d’équipartition de I’énergie et sans
prendre en compte la contribution électronique précédente) est 3R/2 dans le domaine
de températures envisagé (seuls les degrés de translation jouent).On passe a la capa-
cité thermique molaire & pression constante par ajout de R par la relation de Mayer
des gaz parfaits, d’ou la valeur C, m nonel = %R. En tenant compte de la contribution
électronique précédente, on prévoit selon ce modéle que

5
Cp,m(T) = ER + Cm,el(T)
La représentation simultanée de cette loi et de celle proposée parle NIST (que vous
pouvez réaliser, sans erreur sur les unités... )montre une bonne correspondance !

Correction de I’exercice 9 : Polarisation d’un milieu diélectrique

1. Lancer une frite dans la direction (8, ¢) a (df;d¢) prés revient a vouloir la faire
passer a travers 1’élément de surface correspondant r?sin(@)dfdge, d’une sphére
de centre O et rayon r quelconque (on ne tient pas compte du poids car seules les
directions de lancer nous concernent!). On peut donc poser la loi de probabilité voulue
en normalisant la partition r2sin(0) d dg par la surface totale 4712 de la spheére, soit

sin(0)d0 d¢
dz‘@ﬁ'lte =
47
Bien entendu, cette loi ne dépend pas du rayon choisi pour la sphére dans le raison-
nement effectué!

Remarque : Le résultat serait encore plus direct en exploitant la notion d’angle solide
mais elle est hors programme en prépa (depuis un certain temps...). Tant qu’on y est, la
quantité dQ = sin(f) df dg est angle solide élémentaire des coordonnées sphériques
et 47 est I’angle solide total d’espace...

2. La loi proposée comporte logiquement les ingrédients suivants :

« un facteur sin(f) d0 d¢ donnant, a un facteur 1/(47) pres, la probabilité direction-
nelle en ’absence de champ électrique, conforme a la question précédente;

« un facteur de Boltzmann exp(—f&)) donnant le poids probabiliste d’une direction
d’espace pour un dipdle pour une énergie &, en présence du champ électrique
avec le milieu maintenu a la température T';

« un facteur A déterminable en notant que I'intégration de la loi d*Ny,, sur toutes
les directions d’espace possibles (0 € [0, 7] et ¢ € [0,27]) doit conduire au nombre
total N de dip6les du systéme.

3. En I'absence d’ ag1tat10n thermlque les dipoles s’orientent de sorte a minimiser
I'énergie potentielle &, = —p. E.Par conséquent, les moments dipolaires P sont dans
les mémes direction et sens que le champ électrique E. Cette situation correspond
a un moment dipolaire total maximal. L’agitation thermique entraine une désorien-
tation des dipdles par rapport a la situation précédente (désordre orientationnel) et le
moment dipolaire total doit diminuer progressivement vers zéro quand la température
augmente (situation la plus désordonnée).

4. On a &, = —pEcos(0) donc la statistique est indépendante de ¢ (cf. facteur de
Boltzmann). Il y a invariance de révolution autour de la direction (O;), ce qui permet
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de prévoir que le moment dipolaire total est paralléle a cet axe (vous pouvez le vérifier
aisément par le calcul de < p, > et < py, >). On ne calcule donc que la composante non
nulle :

b4 2n ) b4 2m )
<p; >=f pzd“Ng,, :f pcos(0)d” Ny,
6=0J¢p=0 0=0J¢=0

soit

/4
<p;>= Af pcos(6)ePPE cos(0)27sin(0) dO
0

On note que A =1/Z est ici une constante de normalisation de probabilité avec Z la
fonction de partition

T
Z:f ePPE cos(0)27 sin(0) dO
0

Pour réduire les calculs d’intégrales, on remarque que I'on peut se ramener au seul
calcul de I'intégrale dans Z. En effet,

<. oe JoT pcos(©)ePPE cos(0)2rsin(0) dO 1 dz
Pe s T T BrE cos@)2nsin(@)dd  Z d(BE)

sinh(BpE)

Puisque le calcul de Z donne Z =4n BpE— On tire, aprés un court calcul de dérivée

1
< p;>=p |coth(BpE)(——
p:>=p (BPE) BpE

Il s’agit d’'une fonction de Langevin dont le tracé (fait a la physicienne a partir des
asymptotes) est donné sur la figure suivante.
L’évolution observée est en accord avec les prévisions de la premiére question.

5. Si BpE < 1, puisque coth(x) = 1/x + x/3, on obtient

2E 2
pr soit a= 'Bi
38()

< pz>=

6. Puisque SpE ~ 1079 E (unités SI), I'approximation SpE < 1 est cohérente pour
E <10° V.m~!. Il s’agit d’un champ trés élevé,ce qui justifie la validité de la démarche.

Pz A
BpE/3
!
-
/I
s
i
’ I
1/ I
7 1
I
3 B pE

F1GURE 5 — Fonction de Langevin représentant < p, > en fonction de la variable SpE
tracée a partir des asymptotes.
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