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TD n’lll : Mécanique statistique classique et quantique.
Applications.

Exercice 10 : Quelques questions pour réviser le cours

1. Expliquer ce qu’est le principe ergodique.

2. Les ensembles statistiques

a. Quel type de systeme décrit-on via ’ensemble microcanonique ? Quel est le
postulat qui y est associé ? Comment s’exprime sa fonction de partition? Quel est le
potentiel thermodynamique associé a cet ensemble ?

b. Quels contraintes sont imposées pour une étude dans ’ensemble canonique ?
Donner la formule décrivant la probabilité d’étre dans un micro-état o d’énergie E,.
Comment l'obtient-on? Donner la fonction de partition et I'expression du potentiel
thermodynamique associé a cet ensemble.

c. Répondre aux mémes questions dans le cas de ’ensemble grand canonique.

3. Enoncer le théoréme d’équipartition de I’énergie. Quelles sont les hypotheéses
nécessaires a sa validité ?

4. Plus en détail sur I'ensemble canonique. On étudie ici le cas général d’un systeme .%
al’équilibre thermique avec un thermostat a la température T. L’ensemble des énergies
propres de . est noté {Ej} et son énergie moyenne E. On note P; la probabilité du
systéme d’étre dans I’état [.

a. Donner la fonction de partition Z du systéme .. Exprimer E en fonction de
Z.

b. Montrer que I'on a (AE)? = kgT?C, avec C, la capacité thermique a volume
constant. En déduire toutes les significations de la quantité E. Dans quelle mesure
obtiendrait-t-on les mémes prédictions physiques si 'on faisait ’étude de ce systéme
dans ’ensemble microcanique ?

c. On définit dans I’ensemble canonique 1’énergie libre F par : F = —kgTInZ.
Exprimer I’énergie moyenne en fonction de ’énergie libre et retrouver une formule de
Helmholtz.

d. A partir de la définition statistique de I’entropie, vérifier la cohérence avec la
thermodynamique classique de la définition de I’énergie libre.

Exercice 11 : Etude statistique du gaz parfait monoatomique

On considére un gaz parfait monoatomique classique en équilibre avec un thermo-

stat a la température T. Le gaz est contenu dans une enceinte cubique macroscopique
de taille L. On note m la masse des particules. On souhaite alors déduire les grandeurs
thermodynamiques macroscopiques du gaz parfait a partir de I’étude statistique des
états microscopiques.
Attention ici au terme "classique’, il veut dans ce cas indiquer qu’on considére les éner-
gies propres du systéme dans le cadre quantique mais que l'on se place dans le cas du
gaz parfait non dégénéré en mettant de coté le caractére fermionique ou bosonique des
particules.

1. Rappeler les deux types de conditions aux limites les plus utilisés pour la fonction
d’onde d’une particule dans une enceinte macroscopique. Quelles sont leurs consé-
quences sur le vecteur d’onde ?

2. En déduire Iénergie d’une particule pour des conditions aux limites type onde
stationnaire. A température ambiante, estimer I'ordre de grandeur des nombres quan-
tiques associés.

3. On souhaite calculer la fonction de partition z d’une particule en fonction du vo-

lume et de la longueur d’onde thermique de de Broglie donnée par Ay, = \/ 27725/ m.

a. Premiére méthode : Utiliser ’expression de I’énergie trouvée a la question pré-
cédente pour écrire z puis transformer la somme correspondante en intégrale pour
parvenir au résultat en précisant au passage quelle approximation est faite pour cette
transformation.

b. Seconde méthode : Définir et calculer la densité d’état en énergie g(E). Réécrire
z sous la forme d’une somme sur les énergies. Retrouver alors la méme expression de
z apreés calcul.

Note : on donne [;° VXe XdX = \/m/2. Les initiés reconnaitront la fonction gamma
d’Euler calculée en 3/2.

4. Que vaut la fonction de partition Z pour N particules ? On discutera les approxi-
mations nécessaires.

N

Indication : On pourrait penser @ Z = z¥ mais il faut ici corriger en Z = zN/N\...

5. On rappelle 'approximation de Stirling : pour N grand, In(N!) = NIn N—N. En dé-
duire les grandeurs thermodynamiques suivantes : énergie libre (est-elle extensive ?),
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énergie interne, pression, entropie et potentiel chimique.

Exercice 12 : Condensation de Bose-Einstein (cf. compo 1993)

1. Justifier que I'hélium 4 est un boson puis décrire briévement quelques expériences
spectaculaires illustrant les propriétés superfluides de ’hélium 4.

On va alors étudier la condensation de Bose-Einstein que F. London a proposé
comme interprétation de la transition fluide normal/superfluide de ’hélium 4. L’hé-
lium 4 est considéré comme un fluide quantique contenu dans une boite de volume V
et constitué de particules de spin nul et sans interaction entre elles. On considéerera
des conditions aux limites périodiques.

On rappelle que le nombre moyen de particules dans un état d’énergie € aI’équilibre
thermodynamique a la température T s’écrit pour des bosons :

2. Quel est le lien entre 1’énergie € et le vecteur d’onde k dans un mode donné?
Justifier que le potentiel chimique p est négatif.

3. Montrer que la densité d’état s’écrit en termes d’énergie :

h2 472

4. Ecrire alors en utilisant D(€) et N(€) Pintégrale permettant de calculer N en fonc-
tion du potentiel chimique u.
On admettra que le potentiel chimique est une fonction décroissante de la tempéra-

ture et on donne :
o0
u
1=[ Vi du=2,315
0o et“—-1

5. En déduire que pour une densité n = N/V donnée, I'expression de N trouvée
n’est valable que pour T > T¢ ou T¢ est une température critique pour laquelle le
potentiel chimique devient nul. Donner l'expression de T¢ en fonction des parametres

7.F. London a proposé le modéle suivant : pour T < T¢, ’hélium liquide est composé
d’une phase "superfluide” correspondant aux atomes dans la fraction condensée, et
d’une composante "normale" comportant les atomes restants.

a. La composante superfluide ne transporte pas d’entropie, quel est le lien avec
le modéle de la condensation de Bose ?

b. Calculer dans le cadre du modéle précédent la température critique de la
condensation de Bose pour I’hélium 4 liquide de masse molaire M = 4g-mol~! et de
masse volumique p = 146kg-m™3.

c. Cette température critique ne correspond pas exactement a la température me-
surée expérimentalement (T, exp = 2,17K) de la transition fluide normal/superfluide
de ’hélium 4 et les exposants critiques obtenus pour une condensation de Bose ne sont
plus conformes a expérience. Que peut-on invoquer pour expliquer ces désaccords?

Exercice 13 : Aspect statistique du rayonnement du corps noir (cf compo
1996 et 2011)

On considére le rayonnement électromagnétique a l'intérieur d’une enceinte cu-
bique de volume V = 3. Cette enceinte est assimilée & un corps noir idéal de tempé-
rature T.

1. Dans l’hypothese de conditions aux limites périodiques, quelles sont les
contraintes sur le vecteur d’onde? En déduire la densité g(v) de modes dans la ca-
vité en fonction de la fréquence v.

2. En mécanique statistique classique, quelles sont les conditions d’application du
théoréeme d’équipartition de I'énergie aux modes du champ électromagnétique? En
supposant que I’on puisse appliquer ici ce théoréme, montrer que la densité volumique
classique d’énergie électromagnétique par unité de fréquence s’écrit :

8rv?

U(Class (v, T) = ]CB T

c3
Commenter.

3. On rappelle que pour les systémes bosoniques, le nombre moyen de particules
dans un état d’énergie € a I’équilibre thermodynamique a la température T est donné

par :
du probléme. o e—u -1
N(e) = (exp (—) - 1)
6. Que se passe-t-il pour T < T¢ ? Quelle approximation faite dans I'expression de kgT
D(e) n’est plus valable ? Expliquer le phénoméne de condensation de Bose-Einstein. a. Justifier que le photon est un boson. Citer d’autres exemples de bosons.
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b. Expliquer briévement le sens physique du potentiel chimique. Quelle est sa
valeur dans le cas des photons? Calculer alors la densité d’énergie uguant(v, T) dans
le cadre quantique.

4. Pour quelle longueur d’onde Ay observe-t-on un maximum de uguant(A, T)?
Comment s’appelle cette relation ? Faire I’application numérique dans le cas du corps
humain et du Soleil.

5. Calculer I’énergie totale du rayonnement dans I’enceinte E(T, V) = V.utot(T). On
3 4
X T
d X _— __dx=—.
onne [, e I

6. On donne la puissance émise selon ’angle 6 par rapport a la normale a la surface,
par unité de surface et unité d’angle solide I(T,0) = ut.t(T)c cosf / 47, en déduire la
loi de Stefan-Boltzmann en calculant I'exitance M(T), flux lumineux émis par unité de

surface.

7. Par un calcul analogue a celui interprétant la pression d’'un gaz parfait par les
collisions sur les parois, on peut montrer que dans le cas du gaz de photon, p = U/3V
[le refaire chez soi pour s’entrainer, cf compo 2001]. Comparer cette valeur au cas du gaz
parfait et justifier sans calcul la différence de facteur numérique entre U/V et p.

Exercice 14 : Propriétés de la distribution de Fermi-Dirac

1. Gaz de fermions a température nulle
a. Dans I’hypothese de conditions aux limites périodiques, quelles sont les
contraintes sur le vecteur d’onde ? En déduire la densité d’état en énergie g(E).
b. Comment exprimer le nombre de fermions en fonction de g(E), et de la fonction
de distribution de Fermi-Dirac notée NFD (E)?
c. Dans le cas du gaz a température nulle, simplifier cette expression. En déduire
alors I’expression du potentiel chimique a T = 0.
Le potentiel chimique a T = 0 correspond a I’énergie de Fermi du gaz, énergie de
I’état le plus élevé atteignable par les particules du gaz a température nulle.

Attention, il n’y a qu’a température nulle que I’on a automatiquement y = Ef.
d. Définir alors le vecteur d’onde de Fermi kr et la température de Fermi Tr. Les
exprimer en fonction de n. Quelle est leur signification physique ?
e. Exprimer I’énergie totale Ey du gaz a température nulle en fonction de Er.
f. Pourquoi la pression du gaz de fermions n’est pas nulle a 7 = 0? On admettra

2 E
que cette pression peut s’écrire Py = 570

2. Température de Fermi

a. On considere le gaz d’électrons libres d’un métal usuel. Calculer la température
de Fermi typique du gaz d’électrons libres d'un métal. Commenter. Evaluer la vitesse
de ces électrons.

b. On considére un gaz d’atomes froids. On prendra par exemple un gaz de Li-
thium 6, avec une densité typique n = 10'® m™3, préparés de sorte a avoir deux va-
leurs de spins possibles. A quelle température doit-il étre refroidi pour avoir un ratio
T/Tr =0,1? Est-ce réalisable ? Quel intérét cela peut-il y avoir ?
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Correction de ’exercice 10 : Quelques questions pour réviser le cours

1. En physique statistique, on décrit des systémes a I’équilibre macroscopique. Ce-
pendant, cet équilibre cache souvent des fluctuations microscopiques (par exemple
dues a I'agitation thermique). Il est inutile, dans 'expérience, de suivre dans le détail
ces mouvements microscopiques et on adopte une description probabiliste en effec-
tuant des moyennes sur ces fluctuations.

Les moyennes accessibles par 'expérience sont les moyennes dans le temps, mais en
mécanique statistique on les remplace par des moyennes d’ensemble. Au lieu d’étudier
un systéme macroscopique unique, on considere un ensemble de systemes macrosco-
piques préparés tous a 'identique, mais pouvant évoluer au niveau microscopique de
fagon différente du fait des fluctuations. Faire une moyenne d’ensemble consiste a faire
la moyenne sur toutes les répliques du systéme a un instant donné.

Le principe ergodique postule alors I’équivalence entre moyennes d’ensemble et
moyennes temporelles, sa validité découle de la vérification expérimentale des consé-
quences qu’on en tire.

2.
a. On utilise la description microcanonique pour traiter des systémes isolés :
I’énergie E, le volume V et le nombre de particules N sont fixes. On retient

Ensemble microcanonique < Ensemble (E, V, N).

Le postulat microcanonique consiste a dire que tous les micro-états accessibles au
systéme sont équiprobables : aucun n’est favorisé par rapport a un autre.

La fonction de partition est ici tout simplement le nombre de microétats différents,
noté Q. Le potentiel thermodynamique est ici 'opposé de 'entropie (systéme isolé).
L’entropie microcanonique est alors donnée par S = kpIn(Q).

b. On utilise la description canonique pour traiter les sytémes en contact avec un
thermostat : la température T , le volume V et le nombre de particules N sont fixes.
On retient

Ensemble canonique < Ensemble (T, V, N).

La probabilité pour le systéme d’étre dans un micro-état o d’énergie E, est propor-
tionnelle au facteur de Boltzmann : P, = e PP/ Z. Z est appelée fonction de partition
et est obtenue pas de normalisation des probabilités i.e.

£r-y

e_ﬂEa

=lez=) P,
o

Cette formule peut étre obtenue en partant du systéme isolé formé par le systéme et
le thermostat dans lequel le postulat fondamental s’applique (voir cours).
Le potentiel thermodynamique dans ce cas est I’énergie libre donné par F =
—kpTIn(Z2).
c. On utilise la description grand canonique pour traiter les systemes en contact
avec un thermostat et un réservoir de particules : la température T, le volume V et le
potentiel chimique u sont fixes. On retient

Ensemble grand-canonique < Ensemble (T, V, p).

Dans cet ensemble, la probabilité d’'un micro-état o caractérisé par une énergie E; et
un nombre de particules N, s’écrit :

e_ﬁ(Eo_Nsz)
Ici, E est la fonction de partition, facteur de normalisation des probabilités, i.e.

E — e_ﬁ(Ea_ﬂNu)
z

Le potentiel thermodynamique associé est le grand potentiel J = —kg T In(E).

3. Le théoréme d’équipartition de I’énergie énonce que tout terme quadratique in-
dépendant du Hamiltonien d’un systéme a pour valeur moyenne kpT/2.

Ceci nous dit par exemple que I’énergie cinétique de translation d’une particule se
déplagant dans I'espace a trois dimensions (contribution au Hamiltonien de p2/2m +
pf,/Zm + p2/2m) vaut en moyenne 3kpT/2.

Pour des systémes évoluant dans un potentiel harmonique avec des contributions
quadratiques en position kx?/2, il faudra ajouter a I'énergie cinétique moyenne kg T/2
par degré de liberté pour avoir I’énergie mécanique moyenne.

Pour que ce théoréme soit valide il faut que le systéme puisse étre décrit par la
mécanique classique, c’est-a-dire en général avoir hv < kg T de sorte que la quantifi-
cation n’est pas perceptible a I’échelle du systéme. Pour les systémes intrinsequement
quantiques, il faut utiliser les statistiques adéquates selon que les particules sont des
fermions ou des bosons!

4.
a. La fonction de partition est obtenue par normalisation (les micro-états sont
caractérisés par [) :
Z= Z e PE
l
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L’énergie moyenne peut alors s’écrire :

1 _ 1 0z aln(Z)
= = — ﬁEl =
By =2 Eibi=7) e Z( 0/3) op

(E?) - (E)2. On calcule alors :

b. On sait par définition que (AE)? =

(=T =3 5
Zop?
d’ou(AE)Z_li—i(aZ) a(la_Z)
zopr 72\op) op\zap
_ 0B BT
9B~ oT 3B

(AE)? = kg T?Cy

On obtient ainsi une relation de type fluctuation-dissipation. Comme I’énergie est ex-
tensive et la capacité a volume constant I’est aussi, on a :

AE VN 1

B X — TN
Ainsi, a la limite thermodynamique, c’est-a-dire N — +oo avec N/V et E/V constant,
qui est par définition vérifiée pour les systémes thermodynamiques puisqu’on y a typi-
quement N o A = 6,02.102 mol™, on va pouvoir considérer les fluctuations autour
de cette valeur moyenne comme trés largement négligeables! E correspond alors tout
a la fois a I’énergie moyenne, I’énergie la plus probable, ou encore I’énergie interne du
systéme.

On peut considérer que les prédictions physiques seront les mémes en canonique
qu’en microcanonique a partir du moment ou I'on est a la limite thermodynamique
et ot 'on a Ecano = Emicro (0u une condition similaire sur les températures). C’est ce
qu’on appelle souvent I’équivalence entre ensemble.

c. II suffit alors d’injecter la définition de I’énergie libre dans I'expression de

I'énergie moyenne (In(Z) = —fBF):
OpF _ 3 OF
(B =35 =F+ /3 55" Tar

Les initiés reconnaitront ici une transformée de Legendre. C’est la formule de Helm-
holtz "bien connue" reliant I’énergie moyenne a I'énergie libre.

d. On peut écrire 'entropie en théorie de 'information sous la forme (I caractérise
les états) :

-BE, E
(~BE; ~In(2)) = %

e F
SZ—ICBZPIIH(PI)Z—]CBZ —?_

l l
On retrouve ainsi la définition de F et donc la cohérence avec la thermodynamique
classique. On peut noter que cette définition de 'entropie est compatible avec 'ex-
pression en microcanonique (ou tous les P; sont égaux).

Correction de I’exercice 11 : Etude statistique du gaz parfait monoatomique

1. Les deux types usuels de conditions aux limites sont les conditions aux limites
stationnaires, dites aussi conditions aux limites strictes, et les conditions aux limites pé-
riodiques. Celles-ci donnent les mémes résultats pour un systéme de taille macrosco-
pique, au moins pour les quantités dans le volume du systéme (pas systématiquement
aux bords mais on n’y est quasiment jamais confronté).

Les conditions aux limites stationnaires imposent que la fonction d’onde s’annule sur
les bords (ce qui est par exemple justifié dans le cas d’une particule dans une enceinte
fermée ou pour le champ électrique au voisinage d’un conducteur parfait). Le vecteur
d’onde est alors quantifié selon chaque direction, par exemple selon la direction (Ox)
il s’écrit : ky = nymw/L ou ny est un entier strictement positif. En effet n, et —ny
correspondent, pour les ondes stationnaires, au méme systéeme physique (probabilité
de présence identique).

Les conditions aux limites périodiques imposent la périodicité de la fonction d’onde
et impliquent la quantification suivante : kx = 21,7 /L ol ny est un entier non nul et
relatif puisque cette fois n, et —ny représentent deux solutions différentes : I'une se
propage vers la gauche, et 'autre vers la droite (les particules ne sont pas stoppées aux
bords, mais renvoyées au bord opposé).

Remarquons que le facteur 2 supplémentaire dans la quantification de k est exacte-
ment compensé par le fait que 'ensemble accessible a n, est deux fois plus grand. Les
deux raisonnements ménent donc au méme nombre de modes.

2. Connaissant la relation entre I’énergie et le vecteur d’onde, on obtient
h2 k2 h2m?
©2m 2ml?’

Cette derniére valeur donne l'ordre de grandeur de I’écart énergétique entre niveaux
qui est de Pordre de 1.1074%7.

280(71)2C+I’l§,+7’l§) avec €g=
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Remarque : 'énergie cinétique moyenne d’une particule, de I'ordre de kg T, est de
'ordre de 25meV =~ 4.1072! ] & température ambiante. On en déduit un ordre de gran-

deur des nombres quantiques selon y/ E /g = 10°. Ce nombre est extrémement grand
ce qui permet de traiter 'énergie et les nombres quantiques comme des variables conti-
nues.

3.
a. Premiére méthode : on travaille dans ’ensemble canonique et les micro-états
sont différenciés par leur énergie, c’est-a-dire par le triplet d’entiers (ny, ny,n;). On

peut alors écrire
z= ZZZexp(—ﬁao(ni + 1+ nﬁ))
Ny ny hg
En factorisant I'exponentielle et en considérant les n; indépendant, le passage a la
limite continue pour les nombres quantiques (possible d’apres la 2.) donne :

il )

Remarquons qu’ici une fonction de partition grande devant 1 est équivalente a des
écarts énergétiques entre niveaux faibles devant kpT : Beg < 1, de nombreux états
peuvent étre notablement peuplés.

Remarque : cette méthode est surtout utile quand I’expression des énergies est suf-
fisamment simple pour calculer la somme directement ou quand le passage a l'inté-
grale est autorisé et donne des calculs simples (comme ici). Par exemple, pour calculer
la fonction de partition dans le cadre du modele du paramagnétisme de Brillouin, la
somme est une simple série géométrique (cf. TD de physique du solide).

b. Seconde méthode : La densité d’état g(E) est le nombre d’états d’énergie égale
a’ E.Le nombre d’état d’énergie comprise entre Eet E+8E vaut ainsi g(E)SE.Ily aen
général deux méthodes équivalentes pour évaluer une densité d’état : soit dénombrer
directement les états d’énergie comprise entre E et E + 6E ce qui donne g(E)SE, soit
dénombrer tous les états d’énergie inférieure a une borne fixée E, noté N(E), puis
remarquer que

=

+00 9
fo exp(—Peony) dny

dN
g(E)SE=N(E+0E)- N(E) = E(SE'

On utilise arbitrairement la seconde ici. Remarquons d’abord que l'expression de
I'énergie en fonction des nombres quantiques est I'équation, dans I'espace (ny, ny, n;),

7. Cette grandeur correspond rigoureusement a ce qu’on a appelé « dégénérescence » dans le pro-
gramme de prépa / dans le cas de niveaux discrets d’énergie.

d’une sphére de rayon \/ E/€o. Le nombre d’états d’énergie inférieure & E vaut donc
le huitiéme (car ici les nombres quantiques sont positifs) du volume de cette sphere :

3/2
N(E) = 1~‘—ln(£) donc g(E) = aN_ T

8 3 \eo dE ~ 4¢3

On a alors

z=) g(E)exp(-pE).
E

En passant a la limite continue pour les énergies (possible d’aprés la question 2.), on
a:

+o0o T
Z:fo exp(—BE) 13 vVEdE

On fait le changement de variable X = BE et on obtient :

T +00 T 3/2 L 3
- X)VXdX = ( ) = (—)
fo exp(=%) 4Beg Ath

2= ——r
3/263/2
dey’ P

Remarque : vous serez souvent amenés a remettre en ceuvre cette méthode, non
seulement dans ce TD mais aussi ailleurs comme en physique du solide notamment.

4. Dans le cas de particules identiques mais discernables, notons /; un état donné de
la particule d’indice i. Alors la fonction de partition s’écrit, en développant I’expression
de I’énergie :

7= Z e BEW+EWL)+-+E(N) _ Z e BEW) Z e PEL) ., ZZ e PEY)
N

ll,lz,...,lN ll l2

On remarque alors que chaque somme prend la méme valeur z, et donc Z = z".

Dans le cas du gaz parfait cependant, les particules sont bien entendu indiscernables.
La factorisation n’est alors pas possible en général mais le calcul peut se faire dans
lapproximation de Maxwell-Boltzmann ol on suppose que la probabilité d’avoir deux
particules dans le méme niveau d’énergie est négligeable. La fonction de partition s’ob-
tient alors par le méme calcul mais il faut tenir du compte du fait que les particules
peuvent toutes étre permutées sans que le micro-état s’en voit modifié. Il existe exac-
tement N! permutations des N particules.

Cette approximation est légitime si le nombre d’états accessibles a kg T prés autour
de I’énergie E est grand devant le nombre de particules N. C’est trés souvent le cas a
température ambiante pour un systéme macroscopique. La fonction de partition vaut
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alors Z = 2V / N!. Elle ne tient plus a basse température, et c’est pour cela qu’on utilise
les distributions de Fermi-Dirac ou Bose-Einstein.

5. On a par définition F = —kpTIn(Z) = —kg T[NIn(z) —In(N!], donc, apres déve-

loppement du logarithme (ce n’est pas indispensable mais les calculs ultérieurs seront
3

alors simplifiés), et étant rappelé que z=V/A;, on trouve :
3 kaT
F=-NkpgT |In(V)+ =1 -1 +1
T |In(V) > n( ) ) n(N)

On remarque plus facilement que I’énergie libre est extensive si on regroupe les termes
en volume et nombre de particules puisqu’alors tous les termes contenus dans le cro-
chet sont intensifs.

L’énergie interne se calcule en remarquant que seul un terme de In(Z) dépend de la
température :

oln(Z) 3.0 . (mkgT\ 3

= =——N—1In :—NkBT

op 2 0p 2mh? 2

On retrouve la formule classique reliant énergie interne et température pour un gaz
parfait monoatomique. On obtient ensuite la pression a partir de 1’énergie libre :

_OF|  NkpT

p= — =
aVinr V

et on retrouve la relation des gaz parfaits. On peut d’ailleurs remarquer que la seule
propriété z(V, T) = f(T)V suffit a garantir le caractére parfait du gaz. L’entropie s’ob-
tient selon :

U-F

kgT
S=——=Nkp mEs
T

2nh?

On reconnait les termes habituels en NkgIn(V) et en 3Nkg/2In(T) = Cy In(T). Pour
finir, calculons le potentiel chimique :

_ OF

H=oN

In(V) + §ln( ) —In(N) + §
2 2

kaT

= ks P

v, T

In(V) + gln( ) —In(N)

N
= kg Tln(—) +cte

\%4
On retrouve la forme habituelle du potentiel chimique en kp T In(concentration).
Correction de I’exercice 12 : Condensation de Bose-Einstein

1. L’hélium 4 comporte 2 protons, 2 électrons et 2 neutrons, soit un nombre pair de
spins 1/2 ce qui lui confére un spin entier donc. C’est donc bien un boson.
Parmi les effets spectaculaires, on peut citer le film de Rollin et I'effet fontaine :

« Vul’absence de viscosité, ’hélium superfluide peut remonter le long de toute sur-
face par capillarité, formant un film de Rollin et peut s’échapper de tout récipient
non fermé (cf figure 6).

« L’effet fontaine est le jaillissement spectaculaire d’un liquide superfluide lorsqu’il
est soumis a une faible augmentation de température (cf figure 7).

FIGURE 6 — a) Expérience du film de Rollin, on peut voir une goutte a la base de la
coupe, le superfluide s’en échappe lentement. b) L’hélium est capable de remonter le
long des parois de la coupe pour la remplir jusqu’a avoir un niveau égal au niveau
extérieur. Le film de Rollin recouvre les parois de la coupe et de la boite fermée.

2. L’énergie d’un niveau s’écrit : £ = h?k? /2m. L'expression de € montre que les ni-
veaux d’énergie seront tous positifs, le fondamental étant d’énergie nulle. Le potentiel
chimique doit alors étre négatif pour que le nombre moyen de particules dans chaque
niveau, en particulier le fondamental, soit positif et fini.

3. Il s’agit de choisir la méthode qui vous convient le mieux. L’énergie ayant une
expression simple ici on peut faire le calcul directement. On sait que le nombre d’onde

\/ 2mE/h? de sorte que

2m dE
dk =1/ =& —,
h? 2E

et on sait que chaque mode occupe un volume nm//L)3 a cause des conditions aux
limites périodiques. Ainsi, on obtient g(k)dk en divisant le volume de la calotte sphé-

est donné par k =
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FIGURE 7 — a) Photographie d’une expérience sur leffet fontaine. On peut voir ’hélium
qui jaillit de la bouteille. b) Schéma de 'expérience.

rique contenant tout les modes de nombre d’onde k a dk preés par le volume d’'un
mode :

4mk? vV (2
(k) dk = nk dk_' (m

en/D)? T a2\ m

3/2
) VEdE.

4. Rappelons l'intérét de la question : le nombre total de particules dans la boite
n’est pas fixé, c’est le potentiel chimique qui I’est dans 'ensemble grand canonique.
On a alors :

+00 _ 2 3/2 v +00 d
N:f D(E)N(E) dE = (h_fzn) 4—2f \/ffﬂg
0 w0 ep(h) -1

5. On fait le changement de variable u = ¢/kpT :

N_(kaBT)3/2 14 f+°<>
h? 472 Jo exp(

; N n<(2kaT) I
et —=n<|——|—
1% h2 4m?

Ainsi, a n fixé, on voit dans 'expression précédente que quand T — 0, la partie droite
de I'inégalité tend a s’annuler ce qui rendra impossible la résolution de 'inégalité. La
température critique est donnée alors par le cas d’égalité, on a :

Vudu

%)exp(u) -1

car p<0.

2/3

Yen T = K2 (471211)
BrC=om\ 1

6. Dans l'expression de D(¢), on a D(0) = 0, ce qui est faux, bien sir (il y a tou-
jours des particules dans le niveau fondamental) mais n’est pas génant pour calculer
le comportement moyen du systéme tant que le fondamental n’est pas peuplé de ma-
niére significative.

Cependant ici, pour T < T, le niveau fondamental va se peupler de maniére ma-
croscopique : de maniére trés inhabituelle, les particules vont toutes "condenser” dans
I’état de plus basse énergie, dans un état quantique pur et non un mélange statistique
d’états purs comme on a usuellement. La fonction d’onde décrivant ’ensemble des
atomes devient un mode collectif. C’est un phénomeéne « original », radicalement dif-
férent de ceux étudiés jusqu’a présent puisque intrinséquement quantique. On peut
ainsi expliquer pourquoi un fluide bosonique a basse température va manifester des
effets quantiques directement a I’échelle macroscopique, comme ceux que 'on a décrit
en préambule. Ainsi, I'approximation sur 'expression de D(¢) ne tient plus pour I'état
fondamental, et on rajoute "a la main" le terme correspondant a son peuplement. En
revanche, pour tous les autres états, le peuplement n’est pas significativement modifié
par cette condensation, ils vont juste se vider progressivement au cours de 1’abaisse-
ment de température. On peut écrire :

+00 _
N=Ny +[ D(e)N(g)de
0

Comme l'intégrale de cette expression est la méme que celle calculée a 'expression
précédente on peut en déduire notamment :

T 3/2
No=n{1- (7]
Tc
Cette expression est valable bien slir pour T < T ; au-dela le niveau fondamental n’est
pas occupé de maniére significative. Le rapport No/N est appelée fraction condensée,

la mesurer permet d’en déduire la température du gaz de bosons qui peut donc étre
utilisé comme thermometre.

7.

a. La fraction condensée se trouve dans un état pur bien déterminé, il y a un
unique état accessible, de sorte que si on se référe a 'expression microcanonique de
Pentropie, elle est nulle. On a donc une correspondance forte entre la fraction conden-
sée et la phase superfluide.

b. On utilise le fait que n = pJVA/M etm= M/JVA .Ontrouve alors: Tc = 3,16 K.
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c. Dans ce modele, on a négligé les interactions entre particules, or, dans un
liquide, ces interaction sont importantes. Cela explique probablement 1L’écart entre
I'expérience et le modele.

FIGURE 8 — Observation du condensat de Bose-Einstein par mesure en temps de vol,
avec des températures de plus en plus froides. On voit que dans la derniére image,
le nuage d’atomes est trés dense, avec une distribution qui ressemble de plus en plus
au peuplement d’un état unique. L’obtention d’un tel condensat a été réalisée pour la
premiere fois en 1995 avec un gaz d’atomes ultrafroids de rubidium a Boulder au Co-
lorado. Cette découverte a valu un prix Nobel en 2001 aux physiciens Cornell, Ketterle
et Wieman.

Correction de I’exercice 13 :

1. Selon une direction i, les conditions aux limites périodiques imposent une quanti-
fication du vecteur d’onde selon k; = n;2n / L avec n; entier non nul positif ou négatif
(ondes progressives se déplacant dans un sens ou dans le sens opposé). Le volume oc-
cupé par un mode dans 'espace (ky, ky, k) vaut alors (27/L)3 et pour estimer, a la
limite continue, le nombre dN de vecteurs d’onde de norme k a dk preés il faut évaluer
le volume contenant des modes de k convenable et le diviser par le volume d’un mode.
Le volume global est celui de la calotte sphérique de rayon k et d’épaisseur dk de sorte
qu’il vient (on utilise aussi 27v = kc)

B ank?dk B anv2 dv
T @n/L)?  (c/L)3

En prenant enfin en compte le fait qu’a chaque mode de nombre d’onde k corres-
pondent deux polarisations du photon on multiplie le résultat par deux pour obtenir :

V) = dN 3 8mviV
gV = dv

c3

Remarque : on a pris les conditions aux limites périodiques, ce qui peut paraitre éton-
nant si on considére que I’enceinte est constitué d’'un conducteur parfait. Pour autant
on a déja expliqué que les deux CL (périodiques vs strictes) ménent en volume aux
mémes résultats.

2. Le théoreme d’équipartition peut s’appliquer si I’écart énergétique entre niveaux
d’énergie est petit devant I’énergie thermique de sorte qu’on néglige les effets quan-
tiques. Sachant que la densité d’énergie électromagnétique comporte deux termes qua-
dratiques (£9E? /2 et B?/2py), on trouve (si on suppose applicable le théoréme d’équi-
partition) la densité spectrale d’énergie électromagnétique dans ’enceinte :

1 kgT 8mv?
uClaSsique(V, T) = V . g(v) 2. T — 3 kB T

Remarquer que la densité spectrale d’énergie tend vers I'infini a haute fréquence. Cela
voudrait dire que I’énergie, qui vaut 'intégrale de u sur I’ensemble des fréquences de
0 a l'infini, diverge ce qui n’est bien entendu pas acceptable. C’est ce qui était appelé
“catastrophe ultraviolette” a la fin du 19¢ siecle et ce qui a amené Planck a introduire
lidée de quanta de lumiére. Le calcul précédent n’est pas valable a haute fréquence
car ’hypotheése hv « kpT ne peut pas étre valable pour des fréquences trop grandes.
(cf Figure 9, courbe de Rayleigh-Jeans).

3.

a. Le photon est une particule de spin 1, a fortiori de spin entier. Parmi les bosons,
on peut citer le fameux boson de Higgs, ou encore tout atome possédant un nombre
pair de neutrons puisqu’on additionne les spins demi-entiers pour obtenir un spin
entier : 7Li, 23Na, 87Rb... (éléments trés utilisés pour 'observation de condensats de
Bose-Einstein)

b. On interpreéte parfois le potentiel chimique comme 'augmentation d’énergie
d’un systeme lorsqu’on y ajoute une particule mais cette interprétation rapide peut
devenir tres bancale. Il faut bien voir qu’a I’équilibre entre un petit systeme S et un
“réservoir de particules” R, le potentiel chimique de S est fixé par celui de R. Dans le
cas ou on considere des particules matérielles, leur nombre total est conservé et les
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Théorie de Rayleigh-Jeans (5000 K)
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FIGURE 9 - Spectre d’émission du corps noir pour différentes températures en fonction
de la longueur d’onde. La courbe noire correspond au calcul classique (question 2).

grandeurs thermodynamiques du réservoir dépendent du nombre de particules dans S
ou dans R (via dNg = —dNp). On peut alors définir le potentiel chimique du réservoir
par ,LLR/T = - 0SR/6NR.

Toutefois, dans notre cas particulier ou le petit systeme est le gaz de photon et le
réservoir est le matériau de 'enceinte (qui sert aussi de thermostat), il n’est pas pos-
sible de définir de potentiel chimique pour la paroi de 'enceinte car celle-ci absorbe
et émet les photons indépendamment de leurs nombres dans I’enceinte. Ainsi yp =0
et par conséquent, a I’équilibre, us = 0 aussi. On peut résumer ce raisonnement en “le
potentiel chimique du gaz de photon est nul car leur nombre n’est pas conservé” (ce
qui est dit trop rapidement dans les bouquins) ou “le nombre de particules n’est pas
fixé, donc on n’introduit pas de multiplicateur de Lagrange p associé a cette conser-
vation” (mieux mais il faut alors étre a I’aise avec 'introduction des multiplicateurs de
Lagrange, cf DGLR).

En écrivant alors la densité d’énergie a partir du nombre moyen d’occupation de
I'état d’énergie hv, on trouve :

8nhv3 1
c? exp(%) -1

et on remarque au passage que Uguantique €St équivalente a Uclassique POUr hv < kgT.

1 —
Uguantique(V, T) = V -g(v)-hv-N) =

4. Par définition, u(A, T)dA = —u(v, T)dv. D’ott, comme ¢ = Av et dv = —cdA/A? :
8mhc 1

A° exp(%) -1
Cette fonction est représentée figure 9 pour plusieurs températures. En posant x =

hc/ AkpT, on montre apres quelques réarrangements que Uguantique €St maximum
quand x vérifie I’équation :

Uguantique A, T)=

_ X
~1+Z=0.
5
Cette équation n’a qu’une racine non nulle x = 4,965 (savoir estimer rapidement gra-
phiquement que x = 5), c’est la loi du déplacement de Wien ®. Ce qui donne pour le
corps humain Aps = 10 um qui se trouve dans 'infrarouge. Dans le cas du Soleil (envi-
ron 5800K), le maximum de la densité d’énergie se situe vers 500nm, en plein dans le
visible (pas tout a fait un hasard bien sir...).

5. On effectue le changement de variable x = hv/kgT et on se sert de la formule

fournie par I’énoncé pour obtenir :
E(TLV)=V-u (T)—Vf+oou(v T)dV—V8”5(kBT)4
» - tot - 0 ) - 15h3 63

6. On obtient l'exitance en intégrant sur les angles dans un demi-espace (car on
consideére ce qui est émis par un cdté d’une paroi) :

5

utot(T)C niz . 2n°ky
M(T) = fg f cos(0)sin(@)dOde = 573 c3 T4

Voici ce qu’on appelle la loi de Stefan-Boltzmann. Le facteur de proportionnalité devant
T* est appelé constante de Stefan, notée

0=567.10"°°W-m -K™*.
7. Dans le cas du gaz de photon, on trouve une énergie interne volumique en fonc-

tion de la pression : Uphoton = 3P, alors que dans le cas du gaz parfait on trouvait
ugp = 3NkgT/2V = 3P/2.

8. On peut aussi faire le calcul directement a partir de la loi en pulsation. L’équation a résoudre dans
la variable x = iw/ kg T est e* —1— xe*/3 = 0 dont une solution est estimée numériquement a 2,821 de
sorte que la pulsation correspondant au maximum d’émission est wy, = 2,821kpT/h.
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Pourtant, si on fait un calcul de pression cinétique, on trouve dans les deux cas
une expression de la pression faisant intervenir le produit (impulsion échangée par
collision) x (vitesse) avec le méme préfacteur. Le facteur 2 provient finalement de la
différence des expressions donnant I’énergie d’une particule en fonction de 'impulsion
et la vitesse : Ephoton = pc et Egp = pv/2. Hormis ce facteur 1/2, le calcul de la pression
cinétique sur les parois se fait de la méme maniere.

Correction de ’exercice 14 : Propriétés de la distribution de Fermi-Dirac

a. Selon une direction i, des conditions aux limites périodiques imposent une
quantification du vecteur d’onde selon k; = n;2n / L avec n; entier non nul positif ou
négatif. Le volume d'un mode dans l'espace (ky, ky, k;) vaut alors (271/L)3. Dans ce
cas, a la limite continue, le nombre de modes dN de vecteur d’onde de norme k a dk
prés vaut (en prenant tout de suite en compte la polarisation via le spin s) :

4mk?*dk

dN=(2s5+1) e

=g(k)dk=g(E)dE.

On a aussi les équations suivantes liant vecteur d’onde et énergie :

2mkE 2 1
ME dou dk=y/

k= o _dE.
k2 h? 2/E

En remplacant dans I’équation précédente, on aboutit a :

V (2m)3/?
dN=(2s+1)m(§) VEdE.

On retrouve un résultat trés similaire a ceux des TD précédents. On peut retenir que
pour les gaz de particules indépendantes en trois dimensions, la densité d’état en

énergie est proportionnelle a la racine de I’énergie.
b. On a simplement :

+oo —FD —FD 1
N_fo g BN P(B)dE avec N B

c. A température nulle, c’est-a-dire pour 8 = +o0, le nombre moyen de fermion

—FD
N " (E) est trés simple puisqu’il vaut 1 pour E < u et 0 sinon. On obtient donc :

K vV (2m)3/?
N:f0(25+1)4—nz(ﬁ) VEdE

v (2m\¥%2 .,
=02s+1)—|— —
( )4n2(h2) 3

2/3

t wW(T=0)=Ep=—
et pI=0)=Ep 2s5+1

h? (ann)
2m

avec n = N/V la densité volumique (spatiale) de particules.

d. Le vecteur d’onde de Fermi est la norme du vecteur d’onde des particules étant
a I’énergie de Fermi :
67[27’1 1/3
2s+1

La température de Fermi est la température correspondant a cette énergie :

h2 k2.
Erp= =>kF=(
2m

Tp=Erlkg.

e. Pour obtenir ’énergie totale du nuage de particules, il faut calculer :
+00 —FD 1%
Ej :f Eg(E)N (E) dEZf Eg(E)dE.
0 0

Or on peut réécrire g(E) en termes d’énergie de Fermi :

3
g(E)= —==-NVE,
E?;/Z 2

et avec cette expression on calcule :

w3 (EV? 3
Eozf —N(—) dE = = NEp.
o 2 \Ef 5

Cette énergie caractérise le niveau fondamental du systéme, sa valeur est une consé-
quence directe du principe de Pauli : les N fermions qui constituent le systéme sont
placés dans les N états individuels d’énergie la plus basse possible, qui n’est pas le ni-
veau fondamental du systéme puisque celui-ci ne peut étre occupé que par une unique
particule.
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f. La pression d’un gaz de fermions a température nulle est non nulle du fait du
principe de Pauli : méme a T =0, les particules ont une impulsion non nulle de sorte
que leurs chocs contre les parois ne cessent pas.

2.
a. Les électrons sont des fermions de spin 1/2. On considére une densité typique
de 'ordre de 10 électrons libres par m>. L’énergie de Fermi s’écrit :

h2
Erp= —(3n2n)2/3.
2m

On en déduit 'ordre de grandeur de I'énergie de Fermi des électrons dans un métal :
Er =8eV. On peut alors calculer directement leur température de Fermi :

hZ
kgTr = — @3n°n)%'3.
2m

Apres calcul on obtient Tr ~ 9.10*K. On ne peut donc pas, & température ambiante,
négliger les aspects quantiques d'un gaz d’électrons libres dans un métal. Souvenons-
nous aussi qu’'a température ambiante kpTamp = 25meV donc ’énergie d’agitation
thermique est trés faible en comparaison de Iénergie de Fermi calculée au-dessus.

Pour obtenir la vitesse de Fermi (qui correspond a la vitesse des électrons libres qui
sont ceux de plus haut niveau d’énergie), on fait :

vp=+2Er/m=210°m-s7!.

Les électrons libres dans un métal sont donc non relativistes mais ont une vitesse assez
importante.
b. On peut calculer la température de Fermi d’un tel systéme : Tr = 2pK. I faut

alors atteindre des températures de I'ordre de T =200nK pour avoir un tel ratio.

Ceci est réalisable expérimentalement et permet d’étudier des systemes analogues
a ceux rencontrés en matiére condensée mais de maniére bien plus contrdlée : ici on
peut controler aisément un certain nombre de parametres (densité, température, inter-
actions), et on peut aussi les plonger dans des réseaux optiques permettant de simuler
une grande variété de potentiels. Ceci permet de faire ce que 'on appelle la simulation
quantique. On a ainsi pu mettre en évidence des phénomeénes tels que la superfluidité
des gaz de fermions, les isolants de Mott, le crossover BEC-BCS, ...
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